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ÂâåäåíèåÔóíêöèÿ � ýòî îäíî èç îñíîâíûõ ïîíÿòèé, ìàòåìàòè÷åñêèõ è îáùåíàó÷íûõïîíÿòèé, âûðàæàþùåå çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåííûìè âåëè÷èíàìè. Ââå-äåíèå Â ðàçëè÷íûõ íàóêàõ è îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè âîçíèêà-þò êîëè÷åñòâåííûå ñîîòíîøåíèÿ è ìàòåìàòèêà ðàññìàòðèâàåò àáñòðàêòíûåïåðåìåííûå âåëè÷èíû, èçó÷àåò ðàçëè÷íûå çàêîíû èõ âçàèìîñâÿçè, êîòîðûåíà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå íàçûâàþòñÿ �óíêöèîíàëüíûìè çàâèñèìîñòÿìè èëè�óíêöèÿìè.Áóäó÷è àáñòðàêòíûìè ïîíÿòèÿìè, �óíêöèè îïèñûâàþò ðàçëè÷íûå ïðîöåñ-ñû, ÿâëåíèÿ è ñîáûòèÿ. Âîçíèêàåò âàæíåéøàÿ íåîáõîäèìîñòü èññëåäîâàòü ïî-âåäåíèå �óíêöèè è äàòü åìó ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðèòàöèþ. Åùå â øêîëü-íîì êóðñå èçó÷àëèñü �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé è ñòðîèëèñü èõ ãðà�èêè.Ïðè ïîòñðîåíèè ãðà�èêîâ ïðèìåíÿëèñü ñëåäóþùèå ïðèåìû : ïîñòðîåíèå ïîòî÷êàì, äåéñòâèÿ ñ �óíêöèÿìè (ñëîæåíèå, âû÷èòàíèå, óìíîæåíèå), ïðåîáðà-çîâàíèå ãðà�èêîâ (ñäâèã, ðàñòÿæåíèå).Èçó÷åíèå �óíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé â âûñøåé øêîëå çàïëàíèðîâàíî ïðî-ãðàììîé ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó, íî èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ �óíêöèé è ïî-ñòðîåíèÿ èõ ãðà�èêîâ ïðåäóñìàòðèâàåò è íîâûé ïîäõîä, à èìåííî: èñïîëäü-çîâàíèå ïðîèçâîäíîé.Òåìà èññëåäîâàíèÿ �óíêöèé è ïîñòðîåíèÿ èõ ãðà�èêîâ â òîì ÷èñëå ñ ïîìî-ùüþ ïðîèçâîäíîé ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ìíîãèõ èçâåñòíûõ ó÷åíûõ-ìàòåìàòèêîâ. Ê ÷èñëó òàêèõ ó÷åíûõ îòíîñÿòñÿ, íàïðèìåð, Ôèõòåíãîëüö �.Ì.,Èëüèí Â.À., Ïîçíÿê Ý.�., Ñàäîâíè÷èé Â.À., Çîðè÷ Â.À., Ëÿøêî È.Ì., Êóä-ðÿâöåâ Ë.Ä., Íèêîëüñêèé Ñ.Ì., Âèíîãðàäîâà È.À., �óðñêèé È.Ï., �àéõìèñò�.Á. è ìíîãèå äðóãèå.Íî ïðè ýòîì ïðîáëåìå ñèñòåìàòèçàöèè èññëåäîâàíèÿ �óíêöèé è ïîñòðîåíèÿèõ ãðà�èêîâ â ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàõ, ó÷åòà âàæíåéøèõ ñâîéñòâ, õàðàêòåðíûõîñáîåííîñòåé è ñîñòàâëåíèÿ ÷åòêèõ ñõåì èññëåäîâàíèÿ ïî êàæäîìó ñëó÷àþ âðàáîòàõ ýòèõ íå óäåëÿòñÿ âîâñå âíèìàíèÿ, ëèáî ÿâíî íåäîñòàòî÷íî, ëèáî óäå-ëÿåòñÿ êàê-òî âñêîëüçü.Öåëüþ äàííîãî ïîñîáèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìàòèçàöèÿ ñâåäåíèé ïî �óíêöèè îä-íîé ïåðåìåííîé è åå ñâîéñòâ, èññëåäîâàíèÿ �óíêöèé è ïîñòðîåíèÿ èõ ãðà�è-êîâ íå òîëüêî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ÿâíî çàäàííûõ �óíêöèé, íî èíåÿâíî çàäàííûõ �óíêöèé, �óíêöèé, çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêè, è â ïîëÿð-íîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Ïðåäëîæåíû ñõåìû èññëåäîâàíèÿ, ðàññìîòðåíû õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòèèññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íî çàäàííûõ �óíêöèé, îòìå÷åíû õàðàêòåðíûå (îñîáûå)òî÷êè è ëèíèè ïðè ïîñòðîåíèè èõ ãðà�èêîâ. Èññëåäîâàíèå è ïîñòðîåíèå ãðà-�èêîâ �óíêöèé âûïîëíåíî íà ïðèìåðàõ, èëëþñòðèðóåòñÿ ðèñóíêàìè (ýñêè-çàìè). Â ïðèëîæåíèè À ðàñìàòðèâàåòñÿ ïîñòðîåíèå ãðà�èêîâ íåêîòîðûõ�óíêöèé ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Â ïðèëîæåíèè Á ïîñî-4



áèÿ ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå âàæíåéøèå ñâîéñòâà è ãðà�èêè íàèáîëåå øèðîêîèñïîëüçóåìûõ ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé.Äëÿ çàêðåïëåíèÿ ïðîãðàììíîé òåìû Ïðèìåíåíèå ïðîèçâîäíîé äëÿ èññëå-äîâàíèÿ �óíêöèè è ïîñòðîåíèÿ åå ãðà�èêà(â ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàòàõ) â ïðè-ëîæåíèè Â ïîñîáèÿ ïðèëàãàåòñÿ Ïåðå÷åíü èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé ïî âàðè-àíòàì .Îáúåì ïîñîáèÿ âêëþ÷àåò ñòð. è ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, 2 ðàçäåëîâ, ïîäðàç-äåëîâ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 17 èñòî÷íèêîâ, 3 ïðèëîæåíèé À, Á è Â íà ñòð.�àçðàáîòàííîå ïîñîáèå â ñîîòâåòñâèèè ñ èäååé ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ �îðìè-ðîâàíèÿ ó ñòóäåíòîâ óìåíèé è íàâûêîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ïðèìåíåíèå ñâîéñòâ�óíêöèé è ïîñòðîåíèÿ ãðà�èêîâ, à òàêæå óñâîåíèå äîïîëíèòåëüíûõ ñâåäå-íèé, èäåé è ïîäõîäîâ â ýòîé îáëàñòè.Ïîñòðîåíèå ãðà�èêîâ ïðèâåäåííûìè ìåòîäàìè ìîæåò ñëóæèòü ìàòåðèà-ëîì äëÿ çàêðåïëåíèÿ, óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ è ñèñòåìàòèçàöèè çíàíèé ïî ìíî-ãèì âàæíûì ðàçäåëàì âûñøåé ìàòåìàòèêè, ÷òî ñëóæèò õîðîøåé ïîäãîòîâêîéê äàëüíåéøåìó óñâîåíèþ ìàòåìàòèêè (?), íàïðèìåð, âûáîð ïðåäåëîâ èíòåãðè-ðîâàíèÿ ïðè óçó÷åíèè òàêèõ òåì, êàê Îïðåäåëåíûé èíòåãðàë, Êðèâîëèíåé-íûé èíòåãðàë, Êðàòíûå èíòåãðàëû è ò.ä.

5



1 Îñíîâíûå ñâåäåíèÿ1.1 Ïîíÿòèå �óíêöèèÏóñòü X è Y äâà ìíîæåñòâà.Ìíîæåñòâî � èñõîäíîå ïîíÿòèå, ñëóæàùåå äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ñîâîêóïíîñòèîáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ îïðåäåëåííûì ñâîéñòâîì è íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàìèìíîæåñòâà. Îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâà ïðîïèñíûìè áóêâàìè êàêîãî-ëèáî àë�à-âèòà, íàïðèìåð, X,Y,Z è ò.ä., à åãî ýëåìåíòû � ñòðî÷íûìè áóêâàìè òîãî æåèëè äðóãîãî àë�àâèòà, íàïðèìåð, x,y,z è ò.ä.�îâîðÿò, ÷òî çàäàíî îòîáðàæåíèå f ìíîæåñòâà X â ìíîæåñòâî Y, åñëè êàæ-äîìó ýëåìåíòó x ∈ X ïîñòàâëåí â ñîîòâåòñòâèå åäèíñòâåííûé ýëåìåíò y ∈ Y .Ýòî ñîîòâåòñâèå çàïèñûâàþò òàê: f : X → Y . Ýëåìåíò y = f(x),y ∈ Y , ñîîò-âåòñòâóþùèé äàííîìó ýëåìåíòó x ∈ X, íàçûâàåòñÿ îáðàçîì, à ýëåìåíò x ∈ Xíàçûâàåòñÿ ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà f(x) ∈ Y ïðè îòîáðàæåíèè f .Åñëè Y � ÷èñëîâîå ìíîæåñòâî, òî îòîáðàæåíèå f : X → Y ïðèíÿòî íà-çûâàòü �óíêöèåé. Ôóíêöèþ îáû÷íî çàïèñûâàþò â âèäå y = f(x), x ∈ X.Ìíîæåñòâî X â ýòîì ñëó÷àå íàçûâàþò îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ �óíêöèèè èîáîçíà÷àþò D(f). Ïðè ýòîì çíà÷åíèå x íàçûâàþò àðãóìåíòîì �óíêöèè.×èñëî y, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò äàííîìó çíà÷åíèþ àðãóìåíòà x, íàçûâàåòñÿ÷àñòíûì çíà÷åíèåì �óíêöèè â òî÷êå. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ ÷àñòíûõ çíà÷åíèé�óíêöèè îáðàçóåò ìíîæåñòâî Y , íàçûâàåìîå ìíîæåñòâîì âñåõ çíà÷åíèé�óíêöèè è îáîçíà÷àþò E(f).1.2 Ñïîñîáû çàäàíèÿ �óíêöèè�àçëè÷àþò òðè îñíîâíûõ ñïîñîáà çàäàíèÿ �óíêöèè: òàáëè÷íûé, ãðà�è÷åñêèéè àíàëèòè÷åñêèé.Òàáëè÷íûé ñïîñîá � ýòîò ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî çàïèñûâàþòñÿ â âè-äå òàáëèöû îïðåäåëåííûå çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà è ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷å-íèÿ �óíêöèè. Ïðè ýòîì ìîæíî ïðèáëèæåííî âû÷èñëèòü íå ñîäåðæàùèåñÿâ òàáëèöå çíà÷åíèÿ �óíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîìåæóòî÷íûì çíà÷åíèÿìàðãóìåíòà. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåòñÿ ñïîñîá èíòåðïîëÿöèè, çàêëþ÷àþùèéñÿ âçàìåíå �óíêöèè ìåæäó åå òàáëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè êàêîé-ëèáî ïðîñòîé �óíê-öèåé (íàïðèìåð, ëèíåéíîé èëè êâàäðàòè÷íîé).Ïðèìåðû 1) Çàâèñèìîñòü ïðîâîäèìîñòè (G) õèìè÷åñêîãî ðàñòâîðà îò êîí-öåíòðàöèè âåùåñòâà (C)
C C1 C2 ... Cn

G G1 G2 ... Gn2) �àñïèñàíèå äâèæåíèÿ ïîåçäà: îïðåäåëåíèå ìåñòîïîëîæåíèÿ ïîåçäà (S)â îòäåëüíûå ìîìåíòû âðåìåíè (t)
t t1 t2 ... tn
S S1 S2 ... Sn6



Èíòåðïîëÿöèÿ ïîçâîëÿåò ïðèáëèæåííî îïðåäåëèòü ìåñòîïîëîæåíèå ïîåçäà âëþáîé ïðîìåæóòî÷íûé ìîìåíò âðåìåíè.�ðà�è÷åñêèé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñîîòâåòñòâèå ìåæäó àðãóìåòîì è�óíêöèåé çàäàåòñÿ ïîñðåäñòâîì ãðà�èêà.�ðà�èêîì �óíêöèè íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê (x, y) êîîðäèíàòíîé ïëîñ-êîñòè, àáñöèññû êîòîðûõ ïðîáåãàþò âñå ìíîæåñòâî D(f), à îðäèíàòû ñîîò-âåòñâåííî ðàâíû f(x).Ïîñòðîåíèå ãðà�èêà ïî òî÷êàì (x, y)

x x1 x2 ... xn
y y1 y2 ... ynñîñòîèò â òîì, ÷òî òî÷êè íàíîñÿò íà ÷åðòåæ è ñîåäèíÿþò ïëàâíîé êðèâîé(ðèñ.1.1).

6

-
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Mnyn

xn

y1

x1

M1

y2

x2

M2

�èñ. 1.1×åì áîëüøå òî÷åê, òåì òî÷íåå ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ âîñïðîèçâîäèò ãðà�èê�óíêöèè.Àíàëèòè÷åñêèé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òî �óíêöèÿ çàäàåòñÿ àíàëèòè÷å-ñêèì âûðàæåíèåì èëè �îðìóëîé, ñîäåðæàùèõ óêàçàíèå íà òå îïåðàöèè èëèäåéñòâèÿ íàä ïîñòîÿííûìè ÷èñëàìè è íàä çíà÷åíèåì x, êîòîðûå íàäî ïðîèç-âåòè, ÷òîáû ïîëó÷èòü ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå y .Ïðè ýòîì �óíêöèÿ ìîæåò çàäàâàòüñÿ îäíîé �îðìóëîé âî âñåé îáëàñòè ååçàäàíèÿ èëè íåñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè �îðìóëàìè äëÿ ðàçëè÷íûõ îáëàñòåéçàäàíèÿ.Ïðèìåðû:
1) y = x2 + 2x+ 5,

2) y =

{

x2 + 1 , åñëè x < 0
x+ 1 , åñëè x ≥ 0.Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè íåò ñïåöèàëüíîé îãîâîðêè, çà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ�óíêöèè, çàäàííîé àíàëèòè÷åñêè, ïðèíèìàþò òå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé x, ïðè7



êîòîðûõ �óíêöèÿ èìååò ñìûñë, ò.å. ïðèíèìàåò äåéñòâèòåëüíûå, êîíå÷íûåçíà÷åíèÿ.Ïðè àíàëèòè÷åñêîì ñïîñîáå çàäàíèÿ �óíêöèè â çàâèñèìîñòè îò îñîáåííî-ñòåé �îðìóë ðàçëè÷àþò ÿâíîå, íåÿâíîå è ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèÿ.Ïðè ÿâíîì çàäàíèè: ñâÿçü ìåæäó àðãóìåíòîì è �óíêöèåé çàäàåòñÿ ñ ïî-ìîùüþ îäíîé èëè íåñêîëüêèõ �îðìóë, ðàçðåøåííûõ îòíîñèòåëüíî y.Ïðè íåÿâíîì çàäàíèè: çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåííîé x è �óíêöèåé yçàäàåòñÿ �îðìóëîé, íåðàçðåøåííîé îòíîñèòåëüíî y.Ïðèìåðû:
1) F (x, y) = 0 (îáùèé ñëó÷àé),
2) 5
√

x2 + y2 − tg(xy)e
x
y − 7 = 0.Ïðè ïàðàìåòðè÷åñêîì çàäàíèè: ñâÿçü ìåæäó àðãóìåíòîì è �óíêöèåé òàêîâà,÷òî è àðãóìåíò, è �óíêöèÿ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèÿìè îäíîãî è òîãî æå àðãóìåíòà(t èëè ϕ), íàçûâàåìîãî ïàðàìåòðîì.Ïðèìåðû:

1)

{

x = ϕ(t)
y = ψ(t)

(îáùèé ñëó÷àé),
2)

{

x = t− 2
y = t2.Ïðè ýòîì êàæäîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà t ñîîòâåòñòâóåò ïàðà ÷èñåë (x, y)ïëîñêîñòè XOY. Îáû÷íî, â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà t áåðóò âðåìÿ, óãîë ïîâîðîòàè ò.ä.1.3 Êëàññè�èêàöèÿ �óíêöèé1.3.1 Îáðàòíûå �óíêöèèÏóñòü f � îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà X íà ìíîæåñòâî Y �óíêöèè y = f(x) è

D(f) � îáëàñòü åå îïðåäåëåíèÿ, à E(f) � îáëàñòü çíà÷åíèé (ðèñ.1.2).
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D(f) E(f)

f -

g�

-

-

-�èñ.1.2Åñëè îáðàòíîå ñîîòâåòñâèå g ìåæäó ìíîæåñòâàìè E(f) è D(f) ÿâëÿåòñÿ�óíêöèåé, ò.å. êàæäîìó y èç E(f) ñîîòâåòñòâóåò îäèí è òîëüêî îäèí ýëåìåíò
x èç D(f), òî ýòî ñîîòâåòñòâèå g íàçûâàåòñÿ îáðàòíîé �óíêöèåé �óíêöèè fè îáîçíà÷àåòñÿ f−1 = g.Ñîãëàñíî ðèñ.1.3 îáðàòíîå ñîîòâåòñâèå g �óíêöèåé íå ÿâëÿåòñÿ.8
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D(f) E(f)

f -

g�

-

-

:

-�èñ.1.3Òåîðåìà 1.1.Ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìîé, ò.å. èìååò îáðàòíóþ �óíêöèþ,òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà f(x) ìîíîòîííà, ò.å. âîçðàñòàåò (óáûâàåò).Ïðè ýòîì, åñëè f(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò), òî åå îáðàòíàÿ �óíêöèÿ g(y)òàêæå âîçðàñòàåò (óáûâàåò). Î÷åâèäíî g−1 = f .Íà ïðàêòèêå. Åñëè êàêàÿ-ëèáî ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îñè OX, ïåðåñåêàåòãðà�èê ïðÿìîé �óíêöèè íå áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷êå, òî îáðàòíàÿ �óíêöèÿ
x = f−1(y) ñóùåñòâóåò. Åñëè õîòÿ áû îäíà èç òàêèõ ïðÿìûõ ïåðåñåêàåò ãðà-�èê ïðÿìîé �óíêöèè â äâóõ èëè áîëüøåì ÷èñëå òî÷åê, òî îáðàòíàÿ �óíêöèÿíå ñóùåñòâóåò.Åñëè �óíêöèè f è g òàêîâû, ÷òî f−1 = g, à g−1 = f , òî �óíêöèè f è g íàçû-âàþò âçàèìî îáðàòíûìè. �ðà�èêè âçàèìíî îáðàòíûõ �óíêöèé ñèììåòðè÷íûîòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y = x.Ïðèìåð. y = ax � ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ è ïóñòü a > 1; x = loga y � îá-ðàòíàÿ �óíêöèÿ äëÿ y = ax. x→ y; y → x⇒ y = loga x � ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ�óíêöèÿ (ðèñ.1.4).

y

x0

y = loga x
y = ax

�èñ.1.4

9



1.3.2 Ñëîæíûå �óíêöèèÏóñòü �óíêöèè u = ϕ(x) è y = F (u) òàêîâû, ÷òî E(ϕ) ÿâëÿåòñÿ ïîäìíî-æåñòâîì D(F ) (E(ϕ) ⊂ D(F )). Òîãäà êàæäîìó çíà÷åíèþ x ∈ D(ϕ) áóäåòñîîòâåòñòâîâàòü îäíî çíà÷åíèå u ∈ D(F ), íî êàæäîìó çíà÷åíèþ u áóäåò ñî-îòâåòñòâîâàòü îäíî çíà÷åíèå y ∈ E(F ). Òàêèì îáðàçîì, y ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé
x. Ñîñòàâëåííàÿ òàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ y íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé �óíêöèåéíåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x, à u � åå ïðîìåæóòî÷íûé àðãóìåíò (ðèñ.1.5).
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D(ϕ) E(ϕ)

D(F )

E(F )

-
-

-

	 	
	 �èñ.1.5Ñïîñîá ñîñòàâëåíèÿ ñëîæíîé �óíêöèè ïî çàäàííûì ïðîñòûì y = F (u),

u = ϕ(x) íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé èëè íàëîæåíèåì �óíêöèîíàëüíûõ çàâè-ñèìîñòåé F è ϕ. Ñëîæíàÿ �óíêöèÿ ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ïðîìåæóòî÷íûõàðãóìåíòîâ.Ïðèìåð. y = 2cos
√
x3+4 ⇒ y = 2z, ãäå z = cos v, v =

√
u, u = x3 + 4.1.3.3 Ýëåìåíòàðíûå �óíêöèèÎñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè.Ê îñíîâíûì ýëåìåíòàðíûì �óíêöèÿì îòíîñÿò ñëåäóþùèå �óíêöèè:1) ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ y = xα, ãäå α ∈ R;2) ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ y = ax, ãäå a > 0, a 6= 1;3) ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿ y = loga x, ãäå a > 0, a 6= 1;4) òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè: y = sinx, y = cosx, y = tg x, y = ctg x;5) îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè: y = arccosx, y = arcsinx,

y = arctg x, y = arcctg x.Ê ýëåìåíòàðíûì �óíêöèÿì îòíîñÿò îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè èòå, êîòîðûå ìîæíî îáðàçîâàòü èç íèõ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àðè�ìå-òè÷åñêèõ äåéñòâèé: ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ è êîíå÷íîãî÷èñëà îïåðàöèé âçÿòèÿ �óíêöèè îò �óíêöèè (ñóïåðïîçèöèè).10



Ïðèìåðû: 1) y =
√

1 + 3 sin3 x ;

2) y =
log4 x+ 3 3

√
x+ 2tg x

102x + 7x+ 4
.Íàçàâåì íåêîòîðûå êëàññû ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé: àëãåáðàè÷åñêèå è òðàíñ-öåíäåíòíûå.Àëãåáðàè÷åñêàÿ �óíêöèÿ � ýòî ýëåìåíòàðíàÿ �óíêöèÿ, ñîñòàâëåííàÿ èçñòåïåííûõ �óíêöèé è êîíñòàíò ñ ïîìîùüþ êîíå÷íîãî ÷èñëà àðè�ìåòè÷åñêèõäåéñòâèé è êîíå÷íîãî ÷èñëà ñóïåðïîçèöèé.Èõ ðàçäåëÿþò íà ðàöèîíàëüíûå è èððàöèîíàëüíûå �óíêöèè.Ê ðàöèîíàëüíûì �óíêöèÿì îòíîñÿò:1) öåëûå ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè, èëè ìíîãî÷ëåíû:

y = a0x
n + a1x

n−1 + ...+ an,ãäå n � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî (ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà), a0, a1, ..., an � ïî-ñòîÿííûå ÷èñëà (êîý��èöèåíòû).2) äðîáíî�ðàöèîíàëüíûå �óíêöèè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíè-åì äâóõ öåëûõ ðàöèîíàëüíûõ �óíêöèé:
y =

a0x
n + a1x

n−1 + ...+ an
b0xm + b1xm−1 + ...+ bm

.Ïðèìåðû:
1) y =

4x3 − 2x4 + 5

2x+ 1
; 2) y =

x

x4 − 1
.Èððàöèîíàëüíàÿ �óíêöèÿ � ýòà òà, êîòîðàÿ èçîáðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñó-ïåðïîçèöèè ðàöèîíàëüíûõ è ñïåòåííûõ �óíêöèé ñ ðàöèîíàëüíûìè íåöåëûìèïîêàçàòåëÿìè.Ïðèìåðû:

1) y =
4
√
x2 + 2 + x√
x2 + 6x+ 7

; 2) y = 3
√
x− 3.Ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè, íàçûâà-þòñÿ òðàíñöåíäåòíûìè.Ïðèìåðû: 1) y = cosx, 2) y = x3 + cos 3x+ 2 log2 x.1.3.4 Îäíîçíà÷íûå è ìíîãîçíà÷íûå �óíêöèèÅñëè êàæäîìó ýëåìíòó x ìíîæåñòâà X ïî íåêîòîðîìó çàêîíó f ïîñòàâëåíîäèí ýëåìåíò y èç ìíîæåñòâà Y, òî �óíêöèþ y = f(x) íàçûâàþò îäíîçíà÷-íîé; åñëè íå îäèí, à íåñêîëüêî èëè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ y ∈ Y , òî�óíêöèþ íàçûâàþò ìíîãîçíà÷íîé.Ïðèìåðû:

1) y = 2x (îäíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ);
2) y = ±

√
x (äâóçíà÷íàÿ �óíêöèÿ);

3) y = Arcsin x (ìíîãîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ).11



1.3.5 Îãðàíè÷åííûå è íåîãðàíè÷åííûå �óíêöèèÔóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé ñíèçó (ñâåðõó) íà ìíîæåñòâå
M ⊂ X, åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî C òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈M âûïîëíÿåòñÿíåðàâåíñòâî f(x) ≥ C (f(x) ≤ C). Ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ è ñâåðõó, è ñíèçóíà ìíîæåñòâå M , íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà ìíîæåñòâå M .Ïðèìåðû:

1) y = x2 − 4x+ 6; y =
x

x2 + 1(îãðàíè÷åíû ñíèçó íà âñåé ÷èñëîâîé ïðÿìîé) ;
2) y = x− x3 + 3; y = 2−

√
x(îãðàíè÷åíû ñâåðõó íà ñâîåé åñòåñòâåííîéîáëàñòè ñóùåñòâîâàíèÿ);

3) y = sin x(îãðàíè÷åíà íà âñåé ÷èñëîâîé îñè) .Ôóíêöèÿ f(x) íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé â òî÷êå x0, åñëè îíà îãðàíè÷åííà âíåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0. Äëÿ îãðàíè÷åííîñòè �óíêöèè f(x) íà [a,b℄íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà áûëà îãðàíè÷åíà â ëþáîé òî÷êå îòðåçêà(ñåãìåíòà).1.3.6 Ìîíîòîííûå �óíêöèèÔóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) íà ìíîæåñòâå X,åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ x1, x2 ∈ X ïðè x1 < x2 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
f(x1) < f(x2) ( f(x1) > f(x2)). Åñëè äëÿ ëþáûõ x1, x2 ∈ X òàêèõ, ÷òî
x1 < x2 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî f(x1) ≤ f(x2) ( f(x1) ≥ f(x2)), òî �óíêöèþ
y = f(x) íàçûâàþò íåóáûâàþùåé (íåâîçðàñòàþùåé) íà X.�àññìîòðåííûå âûøå �óíêöèè íàçûâàþòñÿ ìîíîòîííûìè.Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ êóñî÷íî�ìîíîòîííîé íà íåêîòîðîì ìíîæå-ñòâå X, åñëè X ìîæíî ðàçáèòü íà êîíå÷íîå ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ òàê, ÷òî íàêàæäîì èç íèõ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé.Ñóììà äâóõ âîçðàñòàþùèõ (óáûâàþùèõ ) �óíêöèé ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþ-ùåé (óáûâàþùåé) �óíêöèåé.Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ âîçðàñòàþùèõ (óáûâàþùèõ ) �óíêöèéÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé (óáûâàþùåé) �óíêöèåé.Åñëè y = f(x) � âîçðàñòàþùàÿ �óíêöèÿ, òî �óíêöèÿ (−f(x)) � óáûâàþ-ùàÿ è íàîáîðîò.Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) � âîçðàñòàþùàÿ (f(x) 6= 0), òî �óíêöèÿ 1/f(x) �óáûâàþùàÿ, è íàîáîðîò.Åñëè y = f(x) ñòðîãî ìîíîòîííàÿ, òî îáðàòíàÿ �óíêöèÿ x = f−1(y) îäíî-çíà÷íà, ñòîðîãî ìîíîòîííà. 12



Åñëè �óíêöèÿ x = f(t) âîçðàñòàåò íà [α; β], à �óíêöèÿ y = F (x) âîçðàñòàåòíà [f(α); f(β)], òî �óíêöèÿ y = F ([f(t)]) âîçðàñòàåò íà [α; β].Åñëè �óíêöèÿ x = f(t) óáûâàåò (âîçðàñòàåò) íà [α; β], à �óíêöèÿ y = F (x)óáûâàåò íà [f(α); f(β)], òî �óíêöèÿ y = F ([f(t)]) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà
[α; β].Âñå îñíîâíûå ýëåìåíòàðíûå �óíêöèè ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè èëè íà âñåéîáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, èëè â îòäåëüíûõ åå ÷àñòÿõ.1.3.7 ×åòíûå è íå÷åòíûå �óíêöèèÌíîæåñòâî X ÷èñëîâîé ïðÿìîé íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíîíà÷àëà êîîðäèíàò (òî÷êè O), åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ X ÷èñëî (−x) òàêæåïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó.Ïðèìåðû: 1) âñÿ ïðÿìàÿ; 2) (−∞, 0)∪ (0,+∞); 3) [−a, a]; 4) (−a, a).Ôóíêöèÿ f(x), çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå X, íàçûâàåòñÿ ÷åòíîé, åñëè âûïî-ëåíû óñëîâèÿ:1. Ìíîæåñòâî X ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò;2. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(−x) = f(x).Ïðèìåðû: 1) y = x2; 2) y = cosx; 3) y = arcsin (x4 − 4x2 + 5).Ôóíêöèÿ f(x), çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå X, íàçûâàåòñÿ íå÷åòíîé, åñëè âû-ïîëåíû óñëîâèÿ:1. Ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò;2. Äëÿ ëþáîãî x ∈ X ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(−x) = −f(x).Ïðèìåðû: 1) y = x3; 2) y = tg x; 3) y = sin(tg x).Íàðÿäó ñ ÷åòíûìè è íå÷åòíûìè �óíêöèÿìè ñóùåñòâóþò �óíêöèè, êîòîðûåíå ÿâëÿþòñÿ íè òåìè, íè äðóãèìè. Èõ íàçûâàþòñÿ �óíêöèÿìè îáùåãî âèäà.Ïðèìåðû: 1) y = 2x; 2) y = log2 x; 3) y = ex.Îñíîâíûå ñâîéñòâà ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ �óíêöèé:1. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñóììà äâóõ ÷åòíûõ (íå÷åòíûõ) �óíêöèé åñòü �óíêöèÿ÷åòíàÿ (íå÷åòíàÿ).2. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ÷åòíûõ (íå÷åòíûõ) �óíêöèé åñòü �óíêöèÿ ÷åòíàÿ;ïðîèçâåäåíèå ÷åòíîé è íå÷åòíîé �óíêöèé åñòü �óíêöèÿ íå÷åòíàÿ.3. Åñëè y = f(x), x = ϕ(t) � íå÷åòíûå �óíêöèè, òî ñëîæíàÿ �óíêöèÿ

y = f(ϕ(t)) � íå÷åòíàÿ.4. Åñëè y = f(x) � ÷åòíàÿ �óíêöèÿ, à x = ϕ(t) � íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ, òî�óíêöèÿ y = f(ϕ(t)) � ÷åòíàÿ, åñëè x = ϕ(t) � ÷åòíàÿ �óíêöèÿ, òî è�óíêöèÿ y = f(ϕ(t)) � ÷åòíàÿ.5. Åñëè y = f(x) � ÷åòíàÿ �óíêöèÿ è f(x) 6= 0, òî è �óíêöèÿ 1

f(x)
�÷åòíàÿ. 13



È äëÿ ÷åòíûõ è äëÿ íå÷åòíûõ �óíêöèé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
|f(x)| = |f(−x)|.Ïðîèçâîëüíóþ �óíêöèþ f(x), îïðåäåëåííóþ íà ñèììåòðè÷íîì ìíîæåñòâå,ìîæíî èçîáðàçèòü â âèäå ñóììû ÷åòíîé è íå÷åòíîé �óíêöèé:

f(x) =
f(x) + f(−x)

2
+
f(x)− f(−x)

2(ïåðâîå ñëàãàåìîå - ÷åòíàÿ �óíêöèÿ, âòîðîå � íå÷åòíàÿ).Ïðèìåð.
ex =

ex + e−x

2
+
ex − e−x

2
.1.3.8 Ïåðèîäè÷åñêèå �óíêöèèÏóñòü y = f(x) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå X. Åñëè ñóùåñòâóåò ÷èñëî

T 6= 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X ÷èñëà x+ T è x− T òàêæå ïðèíàäëåæàòìíîæåñòâó X è f(x+ T ) = f(x) (f(x− T ) = f(x)), òî �óíêöèþ f íàçûâàþòïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì T .Ïðèìåðû:
1) y = sinx; y = cosx èìåþò ïåðèîä 2πn,ãäå n ∈ Z;

2) y = tg x; y = ctg x èìåþò ïåðèîä πn,ãäå n ∈ Z.Åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ èìååò ïåðèîä T , òî îíà èìååò áåñêîíå÷íîåìíîæåñòâî ïåðèîäîâ: 2T, 3T, ...,−T,−2T,−3T, .... Íàèìåíüøèé èç ïîëîæè-òåëüíûõ ïåðèîäîâ (åñëè îí ñóùåñòâóåò) íàçûâàåòñÿ îñíîâíûì ïåðèîäîì ïå-ðèîäè÷åñêîé �óíêöèè.Ôóíêöèÿ f(x) = const ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, òàê êàê îíà èìååò îäíî èòî æå ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå ïðè ïðîèçâîëüíîì çíà÷åíèè àðãóìåíòà, ò.å. ïðèëþáîì α ∈ R è α 6= 0 f(x+ α) = f(x), α ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäîì è �óíêöèÿ f(x)íå èìååò îñíîâíîãî ïåðèîäà.Çàìå÷àíèÿ. 1. Ñóììà è ïðîèçâåäåíèå äâóõ �óíêöèé ñ îäíèì è òåì æåïåðèîäîì T ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ñ ïåðèîäîì T .2. Åñëè ÷èñëî T áûëî íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì ïåðèîäîìäâóõ çàäàííûõ �óíêöèé, òî ïîñëå èõ ñëîæåíèÿ èëè óìíîæåíèÿ ïåðèîä Tìîæåò ïåðåñòàòü áûòü íàèìåíüøèì èç ïîëîæèòåëüíûõ ïåðèîäîâ.Ïðèìåð. 1) f1 = 3 sinx + 2 è f2 = 2 − 3 sinx èìåþò íàèìåíüøèé ïåðèîä
T = 2π, à èõ ñóììà f1 + f2 = 4 íàèìåíüøåãî ïåðèîäà íå èìååò.

2) ϕ1 = sin x + 1 è ϕ2 = 1 − sin x èìåþò íàèìåíüøèé ïåðèîä
T = 2π, à äëÿ èõ ïðîèçâåäåíèÿ ϕ1ϕ2 = cos2 x =

1 + cos 2x

2
íàèìåíüøèìïîëîæèòåëüíûì ïåðèîäîì ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî π.14



3. Åñëè f(x) � ïåðèîäè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñ ïåðèîäîì T , òî �óíêöèÿ f(αx)òàêæå ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì τ =
T

α
. Òàêîé æå ïåðèîä èìååò è �óíêöèÿ

f(αx+ b) α > 0.1.3.9 Íåïðåðûâíûå �óíêöèèÏóñòü �óíêöèÿ y = f(x) îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0.Ôóíêöèÿ y = f(x) ñòðåìèòüñÿ ê ïðåäåëó b â òî÷êå x = x0, åñëè äëÿ ∀ε > 0
∃δ(ε) > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ x, îòëè÷íûõ îò x0, äëÿ êîòîðûõ |x − x0| < δ,âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |f(x)− b| < ε.Ýòî çàïèñûâàþò òàê: lim

x→x0

f(x) = b.Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå x0, åñëè ÷èñëî x0 ïðè-íàäëåæèò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè, ïðåäåë lim
x→x0

f(x) ñóùåñòâóåò è ðà-âåí çíà÷åíèþ �óíêöèè â òî÷êå lim
x→x0

f(x) = f(x0).Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé �óíêöèè ìîæíî äàòü ñ ïîìîùüþ ïîíÿòèÿ ïðè-ðàùåíèé.Ïðèðàùåíèåì àðãóìåíòà x â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòü
∆x = x−x0, à ïðèðàùåíèåì �óíêöèè f(x) â òî÷êå x0: ∆f(x) = f(x)−f(x0).Ôóíêöèÿ f(x), îïðåäåëåííàÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0, íàçûâàåòñÿ íåïðå-ðûâíîé â òî÷êå x = x0, åñëè

lim
∆x→0

∆f(x) = 0,ò.å. áåñêîíå÷íî ìàëîìó ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóåò áåñêîíå÷íî ìà-ëîå ïðèðàùåíèå �óíêöèè.Ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà X, íàçûâà-åòñÿ íåïðåðûâíîé íà ýòîì ìíîæåñòâå X.Åñëè âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî:
f(x0 − 0) = f(x0) (f(x0 + 0) = f(x0)),òî ãîâîðÿò, ÷òî �óíêöèÿ íåïðåðûâíà ñëåâà (ñïðàâà) â òî÷êå x = x0.Äëÿ íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè â òî÷êå x = x0 íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå:
f(x0 − 0) = f(x0 + 0) = f(x0). (∗)Â òåõ òî÷êàõ x0, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ âíóòðè èëè íà ãðàíèöå îáëàñòè îïðå-äåëåíèÿ �óíêöèè è â êîòîðûõ îíà íåîïðåäåëåíà, ëèáî çíà÷åíèÿ f(x0) íå ñîâ-ïàäàþò ñî çíà÷åíèåì lim
x→x0

f(x), ëèáî lim
x→x0

f(x) íå ñóùåñòâóåò, �óíêöèÿ èìååòðàçðûâ.�àçëè÷àþò òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà è òî÷êè ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà.Òî÷êè ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà � ýòî òî÷êè, â êîòîðûõ ñóùåñòâóþò êîíå÷íûå15



ïðåäåëû , íàçûâàåìûå îäíîñòîðîííèìè, ò.å.
f(x0 − 0) = lim

x→x0−0
f(x) è f(x0 + 0) = lim

x→x0+0
f(x).Åñëè f(x0−0) = f(x0+0), íî ïðè x = x0 �óíêöèÿ f(x) íåîïðåäåëåííà èëèíå çàäàíà, èëè èìååò çíà÷åíèå f(x0) 6= lim

x→x0

f(x), òî òî÷êà x = x0 íàçûâàåòñÿòî÷êîé óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.Ïðèìåðû:
1) lim

x→0+0

sinx

x
= lim

x→0−0

sin x

x
= 1, íî sinx

xâ òî÷êå x = 0 íåîïðåäåëåíà, ïîýòîìó òî÷êà
x = 0 � òî÷êà óñòðàíèìîãî ðàçðûâà.

2) sgnx =







1, åñëè x > 0
0, x = 0
−1, åñëè x < 0Òî÷êà x = 0 � òî÷êà ðàçðûâà ïåðâîãî ðîäà, íî ëåâîñòîðîííèé ïðåäåë �óíê-öèè sgnx â òî÷êå x = 0 íå ðàâåí ïðàâîñòîðîííåìó ïðåäåëó.Òî÷êè ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà � ýòî òî÷êè ðàçðûâà �óíêöèè f(x), â êîòîðûõõîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ íå ñóùåñòâóåò èëè áåñêîíå÷åí.Èç òåîðåì î ïðåäåëàõ �óíêöèè ñëåäóåò òåîðåìà îá àðè�ìåòè÷åñêèõ îïå-ðàöèÿõ íàä íåïðåðûâíûìè �óíêöèÿìè.Òåîðåìà 1.2. Åñëè �óíêöèè f(x) è g(x) íåïðåðûâíû â òî÷êå x0, òî â ýòîéòî÷êå íåïðåðûâíû è �óíêöèè f(x)±g(x), f(x)g(x), f(x)/g(x) (ïðè g(x) 6= 0).Çàìå÷àíèÿ. 1. Ëþáàÿ ýëåìåíòàðíàÿ �óíêöèÿ íåïðåðûâíà â ñâîåé îáëàñòèîïðåäåëåíèÿ. 2. Åñëè �óíêöèÿ ϕ(y) îïðåäåëåíà íà ìíîæåñòâå Y , à �óíêöèÿ

f(x) � íà ìíîæåñòâå X, ïðè÷åì çíà÷åíèÿ ïîñëåäíåé íå âûõîäÿò çà ïðåäåëû
Y , êîãäà x èçìåíÿåòñÿ â X è åñëè f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå x = x0 ∈ X, à
ϕ(y) íåïðåðûâíà â ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå y0 = f(x0), òî ñëîæíàÿ �óíêöèÿ
ϕ(f(x)) íåïðåðûâíà â òî÷êå x = x0.
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2 Èññëåäîâàíèå �óíêöèé è ïîñòðîåíèå ãðà�èêîâ2.1 Ôóíêöèè, çàäàííûå ÿâíî â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò2.1.1 Íóëè è çíàêè �óíêöèé. Õàðàêòåðíûå òî÷êè ãðà�èêà �óíêöèè.Â ðàçäåëå 1.3 ìû óæå óñòàíîâèëè ðÿä óñëîâèé, îáåñïå÷èâàþùèõ âîçðàñòà-íèå, óáûâàíèå, íåâîçðàñòàíèå è íåóáûâàíèå �óíêöèè f(x) íà ïðîèçâîëüíîìèíòåðâàëå (a; b); è ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî èçó÷åíèå âîïðîñà îá ó÷àñòêàõ ìî-íîòîííîñòè äè��åðåíöèðóåìîé �óíêöèè f(x) ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ çíàêàïåðâîé ïðîèçâîäíîé ýòîé �óíêöèè.Äàëüíåéøåå èçó÷åíèå ïîâåäåíèÿ �óíêöèè òàêæå âîçìîæíî ñ ïîìîùüþ ïðî-èçâîäíîé, à äëÿ ýòîãî ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ.Òî÷êà x0 íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) �óíêöèè, åñëè ñó-ùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè x0 òàêàÿ,÷òî â ëþáîé òî÷êåýòîé îêðåñòíîñòè çíà÷åíèå �óíêöèè ìåíüøå (áîëüøå), ÷åì çíà÷åíèå â òî÷êå
x0 (ðèñ.2.1, ðèñ.2.2 ñîîòâåòñòâåííî).

∆x ∆x
x0

y

x�èñ. 2.1 ∆x ∆x
x0

y

x�èñ. 2.2Åñëè òî÷êà x0�òî÷êà ìàêñèìóìà �óíêöèè (ìèíèìóìà), òî äëÿ ëþáûõäîñòàòî÷íî ìàëûõ ∆x ïðèðàùåíèå �óíêöèè ∆y: ∆y = f(x0+∆x)−f(x0) < 0è íàîáîðîò.Òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà íàçûâàþòñÿ òî÷êàìè ýêñòðåìóìà �óíê-öèè (ext).Çíà÷åíèå �óíêöèè â òî÷êå ìàêñèìóìà íàçûâàåòñÿ ìàêñèìóìîì �óíêöèè,à òî÷êå ìèíèìóìà � ìèíèìóìîì �óíêöèè.Çàìå÷àíèÿ. 1. Òî÷êà ýêñòðåìóìà íå ìîæåò áûòü ãðàíè÷íîé, òàê êàê äëÿåå îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìà ïîëíàÿ äâóõñòîðîííÿÿ îêðåñòíîñòü.2. Ýêñòðåìóì �óíêöèè íîñèò ëîêàëüíûé õàðàêòåð, ïîýòîìó ó �óíêöèè ìîæåòáûòü íåñêîëüêî ýêñòðåìóìîâ è çíà÷åíèå �óíêöèè â òî÷êå ìàêñèìóìà ìîæåòáûòü ìåíüøå çíà÷åíèÿ �óíêöèè â òî÷êå å¼ ìèíèìóìà.Òåîðåìà 2.1(Ôåðìà). Åñëè â òî÷êå x0 ∈ (a, b) èìååòñÿ ëîêàëüíûé ýêñòðå-ìóì �óíêöèè f(x), òî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå ðàâíà 0.Òî÷êè, â êîòîðûõ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè f(x) ðàâíà 0, íàçûâàþòñÿñòàöèîíàðíûìè.Ñòàöèîíàðíûå òî÷êè è òî÷êè, â êîòîðûõ f ′(x) = ∞ èëè íå ñóùåñòâóåòíàçûâàþòñÿ êðèòè÷åñêèìè.Òåîðåìà 2.2 (äîñòàòî÷íûé ïðèçíàê ýêñòðåìóìà �óíêöèè). Ïóñòü �óíêöèÿ17



f(x) íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 è äè��åðåíöèðóåìà âïðîêîëîòîé îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Åñëè ïðîèçâîäíàÿ f ′(x) ìåíÿåò çíàê ≪+≫íà çíàê ≪ − ≫ ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x0 ñëåâà íàïðàâî, òî f(x) èìååòëîêàëüíûé ìàêñèìóì, åñëè çíàê ≪−≫ íà çíàê ≪+≫ , òî ëîêàëüíûé ìèíèìóì,è åñëè íå ìåíÿåò çíàê, òî ëîêàëüíîãî ýêñòðåìóìà íåò.Òåîðåìà 2.3 (âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà).Ïóñòü f ′(x0) = 0 è ñóùåñòâóåò f ′′(x0). Òîãäà:1) åñëè f ′′(x0) < 0, òî òî÷êà x0 � òî÷êà (ñòðîãîãî) ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà;2) åñëè f ′′(x0) > 0, òî òî÷êà x0 � òî÷êà (ñòðîãîãî) ëîêàëüíîãî ìèíèìóìà.Òåîðåìà 2.4 (òðåòüå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà).Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) èìååò â íåêîòîðîì èíòåðâàëå |x− x0| < δ ïðîèçâîäíûå
f ′(x), f ′(x), ...f (n−1)(x) è â òî÷êå x0 ïðîèçâîäíóþ f (n)(x0),ïðè÷åì f (k)(x0) = 0 (k = 1, 2, ..., n− 1), f (n)(x0) 6= 0.Â òàêîì ñëó÷àå: 1) åñëè n � ÷åòíîå ÷èñëî, òî â òî÷êå x0 �óíêöèÿ f(x) èìååò
ext, à èìåííî: ìàêñèìóì ïðè f (n)(x0) < 0 è ìèíèìóì ïðè f (n)(x0) > 0;2) åñëè n - ÷èñëî íå÷åòíîå, òî â òî÷êå x0 �óíêöèÿ f(x) ext íå èìååò.Ïóñòü �óíêöèÿ f(x) äè��åðåíöèðóåìà â ëþáîé òî÷êå èíòåðâàëà (a, b). Òî-ãäà ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ê ãðà�èêó �óíêöèè y = f(x), ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåçëþáóþ òî÷êó M(x, f(x)) ýòîãî ãðà�èêa (a < x < b), ïðè÷åì êàñàòåëüíàÿ íåïàðàëëåëüíà îñè OY .Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãðà�èê �óíêöèè y = f(x) èìååò íà èíòåðâàëå (a, b)âûïóêëîñòü, íàïðàâëåííóþ âíèç (ââåðõ), åñëè ãðà�èê ýòîé �óíêöèè â ïðåäå-ëàõ óêàçàííîãî èíòåðâàëà ëåæèò íå íèæå (íå âûøå) ëþáîé ñâîåé êàñàòåëüíîé(ðèñ.2.3, ðèñ.2.4 ñîîòâåòñòâåííî).

a b

y

x�èñ. 2.3 a b

y

x�èñ. 2.4Òåîðåìà 2.5 Ïóñòü âòîðàÿ ïðîèçâîäíàÿ �óíêöèè y = f(x) íåïðåðûâíà èïîëîæèòåëüíà (îòðèöàòåëüíà) â òî÷êå c. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòüòî÷êè c, â ïðåäåëàõ êîòîðîé ãðà�èê �óíêöèè y = f(x) èìååò âûïóêëîñòü,íàïðàâëåííóþ âíèç (ââåðõ).Òî÷êà M(c, f(c)) ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáàýòîãî ãðà�èêà, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü òî÷êè c îñè àáñöèññ, âïðåäåëàõ êîòîðîé ãðà�èê �óíêöèè y = f(x) ñëåâà è ñïðàâà îò c èìååò ðàçíûåíàïðâëåíèÿ âûïóêëîñòè.Òåîðåìà 2.6 (íåîáõîäèìîå óñëîâèå ïåðåãèáà ãðà�èêà �óíêöèè).Åñëè ãðà�èê �óíêöèè y = f(x) èìååò ïåðåãèá â òî÷êå M(c, f(c)) è åñëè18



�óíêöèÿ f(x) èìååò â òî÷êå c íåïðåðûâíóþ âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ, òî
f ′′(c) = 0.Òåîðåìà 2.7 (ïåðâîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà ãðà�èêà �óíêöèè).Ïóñòü �óíêöèÿ y = f(x) èìååò âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ â íåêîòîðîé îêðåñòíîòèòî÷êè c è f ′′(c) = 0. Òîãäà, åñëè â ïðåäåëàõ ýòîé îêðåñòíîñòè âòîðàÿ ïðîèç-âîäíàÿ f ′′(x) èìååò ðàçíûå çíàêè ñïðàâà è ñëåâà îò c. Òîãäà, åñëè f ′′(c) = 0èëè f ′′(c) íå ñóùåñòâóåò, òî c � òî÷êà ñòðîãîãî ïåðåãèáà ãðà�èêà �óíêöèè
f(x).Òåîðåìà 2.8 (âòîðîå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà ãðà�èêà �óíêöèè).Ïóñòü f(x) äâàæäû äè��åðåíöèðóåìà íà (a, b), f ′′(c) = 0 (a < c < b) èñóùåñòâóåò f ′′′(c) 6= 0. Òîãäà c � òî÷êà ñòðîãîãî ïåðåãèáà ãðà�èêà �óíêöèè
f(x).Òåîðåìà 2.9 (òðåòüå äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïåðåãèáà ãðà�èêà �óíêöèè).Ïóñòü c ∈ (a, b) è ïóñòü f(x) äè��åðåíöèðóåìà 2k ðàç íà [a, b]. Ïóñòü ñóùå-ñòâóåò f 2k+1(c) 6= 0 è f (2)(c) = f (3)(c) = ... = f (2k)(c) = 0 . Òîãäà c � òî÷êàñòðîãîãî ïåðåãèáà.Âñÿêîå ÷èñëî x0 ∈ R îáðàùàþùåå y = f(x) â 0, íàçûâàåòñÿ íóëåì (êîðíåì)�óíêöèè f(x).Íóëè �óíêöèè � ýòî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) = 0 è ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìèïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè ñ îñüþ OX. Ïåðåñå÷åíèå ãðà�èêà �óíêöèè ñîñüþ OY íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ ïîäñòàíîâêè â óðàíåíèå y = f(x) çíà÷åíèÿ
x = 0.Çàìå÷àíèå. Íóëè �óíêöèè f(x) è òî÷êè ðàçðûâà �óíêöèè ðàçáèâàþò ååîáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íà ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà �óíêöèè.2.1.2 Àñèìïòîòû ãðà�èêà �óíêöèèÀñèìïòîòîé ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x) íàçûâàåòñÿ ëèíèÿ, ê êîòîðîé íåîãðà-íè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ óõîäÿùàÿ â áåñêîíå÷íîñòü âåòâü ãðà�èêà �óíêöèè.Îñîáûé êëàññ ñîñòàâëÿþò àñèìïòîòû â âèäå ïðÿìîé ëèèè. Èõ ðàçäåëÿþòíà âåðòèêàëüíûå è íàêëîííûå.Ïðÿìàÿ x = c íàçûâàåòñÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòîé ãðà�èêà �óíêöèè
y = f(x), åñëè õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ lim

x→c−0
f(x) èëè lim

x→c+0
f(x) ðàâåí +∞èëè −∞.Ïðÿìàÿ y = kx+ b íàçûâàåòñÿ íàêëîííîé àñèìïòîòîé ãðà�èêà �óíêöèè

y = f(x) ïðè x→ +∞, åñëè ýòà �óíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå
f(x) = kx+ b+ α(x), ãäå α(x) → 0 ïðè x→ +∞.Òåîðåìà 2.10 Äëÿ òîãî ÷òîáû ïðÿìàÿ y = kx+ b áûëà íàêëîííîé àñèìï-òîòîé ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x) ïðè x → +∞, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ïðåäåëû:

lim
x→+∞

f(x)

x
= k, lim

x→+∞
[f(x)− kx] = b.19



Çàìå÷àíèÿ. 1. Åñëè õîòÿ áû îäèí èç ïðåäåëîâ íå ñóùåñòâóåò èëè ðàâåí
∞, òî ãðà�èê �óíêöèè íå èìååò íàêëîííîé àñèìïòîòû.2. Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå íàêëîííîé àñèìïòîòû ãðà-�èêà �óíêöèè ïðè x→ −∞.Ïðèìåðû:1) y =

1

(1− x)2
. Ïðÿìàÿ x = 1 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà (ðèñ.2.5).

1

y

x0�èñ.2.52) y = e
1

x . Ïðÿìàÿ x = 0 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà (ðèñ.2.6).
1
b

y

x0�èñ.2.63) y =
1

x2 − 3x+ 2
.

x1 = 1 è x2 = 2 � òî÷êè áåñêîíå÷íîãî ðàçðûâà, à ïðÿìûå x = 1 è x = 2 �âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû (ðèñ.2.7). Äåéñòâèòåëüíî,
lim

x→1−0

1

x2 − 3x+ 2
= +∞, lim

x→1+0

1

x2 − 3x+ 2
= −∞;

lim
x→2−0

1

x2 − 3x+ 2
= −∞, lim

x→2+0

1

x2 − 3x+ 2
= +∞.4) y =

x3

x2 + 4
.Ôóíêöèÿ íå èìååò âåðòèêàëüíûõ àñèïòîò.20



b b

1 2

y

x0

�èñ.2.7Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàêëîííîé àñèìïòîòû ãðà�èêà �óíêöèè íàéäåì k è b.
k = lim

x→∞
x3

(x2 + 4)x
= lim

x→∞
x2

x2 + 4
= 1;

b = lim
x→∞

(

x3

x2 + 4
− x

)

= lim
x→∞

x3 − x3 − 4x

x2 + 4
= lim

x→∞
−4x

x2 + 4
= 0è óðàâíåíèå íàêëîííîé àñèìïòîòû èìååò âèä y = x (ðèñ.2.8).Îïðåäåëèì, êàê ïðîõîäèò ãðà�èê �óíêöèè âûøå èëè íèæå íàêëîííîé àñèìï-òîòû, à äëÿ ýòîãî íàéäåì ðàçíîñòü δ ìåæäó îðäèíàòîé ãðà�èêà yãð è îðäè-íàòîé àñèìïòîòû yàñ, ò.å.:

δ = yãð − yàñ = x3

x2 + 4
− x = − 4x

x2 + 4
.

y

x0

�èñ.2.8Åñëè δ > 0, òî ãðà�èê �óíêöèè ðàñïîëîæåí âûøå íàêëîííîé àñèïòîòû, àåñëè δ < 0, òî íèæå.2.1.3 Èññëåäîâàíèå �óíêöèè è ïîñòðîåíèå å¼ ãðà�èêàÂ ýòîì ðàçäåëå ìû èçëîæèì ñõåìó, ïî êîòîðîé öåëåñîîáðàçíî èññëåäîâàòü�óíêöèþ è ñòðîèòü åå ãðà�èê. Ïðèâåäåì ïðèìåð, èëëþñòðèðóþùèé ýòó ñõå-21



ìó. Îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ �óíêöèè y = f(x).1. Óñòàíàâëèâàåì îáëàñòü çàäàíèÿ �óíêöèèD(f), íàõîäèì èíòåðâàëû íåïðå-ðûâíîñòè è òî÷êè ðàçðûâà.2. Èññëåäóåì f(x) íà ÷åòíîñòü, íå÷åòíîñòü, ïåðèîäè÷íîñòü.3. Âûÿñíÿåì âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè àñèìïòîò (âåðòèêàëüíûõ è íàêëîí-íûõ).4. Îïðåäåëÿåì èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìû.5. Íàõîäèì èíòåðâàëû ñîõðàíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ âûïóêëîñòè è òî÷êè ïåðå-ãèáà.6. Îïðåäåëÿåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò.7. Åñëè ãðà�èê íå èìååò íàêëîííûõ àñèìïòîò, òî èññëåäóåì ïîâåäåíèå �óíê-öèè f(x) ïðè x→ ±∞, åñëè ýòî äîïóñòèìî ïî D(f).Ïðèìåð. Èññëåäîâàòü è ïîñòðîèòü ãðà�èê �óíêöèè
y =

x3

2(x+ 1)2Ñîãëàñíî âûøå ïðèâåäåííîé ñõåìå:1. D(f) : (−∞;−1) ∪ (−1; +∞), ò.å. �óíêöèÿ íåïðåðûâíà â ñâîåé îáëàñòèîïðåäåëåíèÿ; òî÷êà x0 = −1 � òî÷êà áåñêîíå÷íîãî ðàçðûâà.2. Ôóíêöèÿ y = f(x) � íåïåðèîäè÷åñêàÿ.Ïðîâåðêà ÷åòíîñòè �óíêöèè
f(−x) = (−x)3

2(1− x)2
= − x3

2(1− x)2ïîêàçûâàåò, ÷òî y = f(x) îáùåãî âèäà3. Âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà x = −1. Îïðåäåëÿåì çíàêè ëåâîñòîðîííåãî èïðàâîñòîðîííåãî ïðåäåëîâ:
lim

x→−1−0
f(x) = −∞ lim

x→−1+0
f(x) = −∞.Èùåì íàêëîííóþ àñèìïòîòó â âèäå y = kx+ b:

k = lim
x→∞

f(x)

x
= lim

x→∞
x3

2(x+ 1)2x
= lim

x→∞
x2

2(x+ 1)2
=

1

2
;

b = lim
x→∞

(f(x)− kx) = lim
x→∞

(

x3

2(x+ 1)2
− x

2

)

=

= lim
x→∞

x3 − x3 − 2x2 − x

2(x2 + 2x+ 1)
= −1,22



Óðàâíåíèå íàêëîííîé àñèìïòîòû: y =
x

2
− 1.Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ãðà�èêà �óíêöèè è íàêëîííîé àñèìòîòû îïðå-äåëèì ïî çíàêó δ:

δ =
x3

2(x+ 1)2
− x− 2

2
=
x3 − x3 − 2x2 − x+ 2x2 + 4x+ 2

2(x+ 1)2
=

=
3x+ 2

2(x+ 1)2Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïðèðàâíÿåì íóëþ, ò.å 3x+ 2

2(x+ 1)2
= 0. Â îêðåñòíî-ñòè òî÷êè x = −2

3 èññëåäóåì çíàê δ.
-

. ............................ ............................... .................................. .................................... ....................................... .......................................... ............................................. ................................................ . ................................................ ............................................. .......................................... ....................................... .................................... .................................. ............................... ............................
x

− +

− 2

3Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî â èíòåðâàëå (−∞;−2
3) ãðà�èê �óíêöèè ëåæèòíèæå àñèìïòîòû, à â èíòåðâàëå (−2

3
;∞) � âûøå.4. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáëàñòåé âîçðàñòàíèÿ è óáûâàíèÿ �óíêöèè âû÷èñëèìå¼ ïåðâóþ ïðîèçâîäíóþ:

y′(x) =
1

2

3x2(x+ 1)2 − 2x3(x+ 1)

(x+ 1)4
=
x2(3x+ 3− 2x)

2(x+ 1)3

=
x2(x+ 3)

2(x+ 1)3
.Èìåÿ â âèäó, ÷òî òî÷êè x1 = 0, x2 = −3 � ñòàöèîíàðíûå è ÷òî ñàìà�óíêöèÿ è å¼ ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóþò ïðè x = −1, ïîëó÷èìñëåäóþùèå îáëàñòè ñîõðàíåíèÿ çíàêà y′ (òàáëèöà 2.1):Òàáëèöà2.1Îáëàñòü çíà÷å-íèé x

−∞ < x < −3 −3 < x < −1 −1 < x < 0 0 < x < +∞Çíàê y′ + − + +Ïîâåäåíèå�óíêöèè âîçðàñòàåò óáûâàåò âîçðàñòàåò âîçðàñòàåòÈç ïðèâåäåííîé òàáëèöû 2.1 î÷åâèäíî, ÷òî �óíêöèÿ èìååò îäíó òî÷êó
ext, à èìåííî òî÷êó ìàêñèìóìà x = −3, ïðè÷åì f(−3) = −27

8
� ìàêñè-ìóì �óíêöèè.5. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáëàñòè ñîõðàíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ âûïóêëîñòè âû÷èñëèì23



âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ
y′′ =

(

x3 + 3x2

2(x+ 1)3

)′
=

1

2

(3x2 + 6x)(x+ 1)

(x+ 1)6
−

− 3(x3 + 3x2)(x+ 1)2

(x+ 1)6
=

3x

(x+ 1)4
.Èìåÿ â âèäó, ÷òî ñàìà �óíêöèÿ è å¼ ïðîèçâîäíûå íå ñóùåñòâóþò â òî÷êå

x = −1, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå îáëàñòè ñîõðàíåíèÿ çíàêà y′′ (òàáëèöà 2.2):Òàáëèöà2.2Îáëàñòü çíà÷å-íèé x
−∞ < x < −1 −1 < x < 0 0 < x < +∞Çíàê y′′ − − +Íàïðàâëåíèåâûïóêëîñòèãðà�èêà ââåðõ ââåðõ âíèçÈç ïðèâåäåííîé òàáëèöû 2.2 î÷åâèäíî, ÷òî ãðà�èê �óíêöèè èìååò ïåðå-ãèá â òî÷êå (0, 0).6. Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêà ñ îñüþ Ox è îñüþ Oy y = 0, x = 0, ò.å.(0; 0)� òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò.Ïî ïîëó÷åííûõ äàííûõ ñòðîèì ýñêèç ãðà�èêà ðàññìàòðèâàåìîé �óíêöèè(ðèñ.2.9).

y

x0−3

−1

1

-27
8

�èñ.2.9

24



2.2 Ôóíêöèè, çàäàííûå ïàðàìåòðè÷åñêè2.2.1 Ñõåìà èññëåäîâàíèÿÏóñòü óðàâíåíèå ïëîñêîé êðèâîé èìååò âèä x = x(t), y = y(t), t ∈ T , ãäå
T � îáùàÿ ÷àñòü îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ �óíêöèé x(t), y(t).Èññëåäîâàíèå è ïîñòðîåíèå òàêîé êðèâîé ìîæíî ïðîâåñòè ïî ñëåäóþùåéñõåìå:1. Óñòàíàâëèâàåì ìíîæåñòâî T êàê ïåðåñå÷åíèå îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ �óíê-öèé x(t), y(t) (åñëè T íå çàäàíî), îòìå÷àÿ, â ÷àñòíîñòè, òå çíà÷åíèÿ ïàðà-ìåòðà ti (âêëþ÷àÿ ti = ±∞), äëÿ êîòîðûõ õîòÿ áû îäèí èç îäíîñòîðîííèõïðåäåëîâ lim

t→ti±0
x(t), lim

t→ti±0
y(t) ðàâåí +∞ èëè −∞.2. Óñòàíàâëèâàåì, îáëàäàåò ëè êðèâàÿ ñèììåòðèåé, ÷òî ïîçâîëèò ñîêðàòèòüâûêëàäêè.3. Íàõîäèì íóëè �óíêöèé x(t), y(t) è îáëàñòè èõ çíàêîïîñòîÿíñòâà.4. Íàõîäèì òî÷êè tm, â êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà èç ïðîèçâîäíûõ x′t, y′t ðàâíàíóëþ èëè ðàçðûâíà. Òî÷êè ti, îòìå÷åííûå â ï.1, è òî÷êè tm ðàçáèâà-þò ìíîæåñòâî T íà ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ïðîèçâîäíûõ x′t, y′t.Ïîýòîìó íà êàæäîì òàêîì ïðîìåæóòêå (tp, tp+1) �óíêöèÿ x(t) ñòðîãî ìî-íîòîííà è ñèñòåìà óðàâíåíèé x = x(t), y = y(t) íà èíòåðâàëå (tp, tp+1)çàäàåò ïàðàìåòðè÷åñêè �óíêöèþ âèäà y = f(x).Ïðîèçâîäíûå ýòèõ �óíêöèé îïðåäåëÿþò:
y′x =

y′t
x′t
; y′′x =

(y′x)
′

x′t
.Çàìå÷àíèå. ×àñòü êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùåé èçìåíåíèþ ïàðàìåòðà t îò

tp äî tp+1, áóäåì íàçûâàòü âåòâüþ êðèâîé. Êàæäàÿ âåòâü êðèâîé ÿâëÿåòñÿãðà�èêîì �óíêöèè âèäà y = f(x).5. Íàõîäèì òî÷êè tj, â êîòîðûõ y′′x = 0.6. Ñîñòàâëÿåì òàáëèöó âèäà (òàáëèöà 2.3):Òàáëèöà2.3
(tp, tp+1) · · ·
(xp, xp+1) · · ·
(yp, yp+1) · · ·Çíàê y′′x · · ·Â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû 2.3 çàïèñûâàåì ïðîìåæóòêè èçìåíåíèÿ ïàðà-ìåòðà t, ãðàíè÷íûìè òî÷êàìè êîòîðûõ tp è tp+1 ñëóæàò òî÷êè, íàéäåííûåâ ï.1,4,5. Âî âòîðîé è òðåòüåé ñòðîêàõ òàáëèöû 2.3 çàïèñûâàåì ñîîòâåò-ñòâóþùèå ïðîìåæóòêè èçìåíåíèÿ ïåðåìåííûõ x è y, à â ïîñëåäíåé ñòðî-êå òàáëèöû óêàçûâàåì çíàê ïðîèçâîäíîé y′′x, îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèåâûïóêëîñòè ãðà�èêà ñîîòâåòñòâóþùåé âåòâè êðèâîé.25



7. Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé 2.3, ñòðîèì âåòâè êðèâîé, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîìå-æóòêàì (tp, tp+1).2.2.2 Õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè, îñîáûå òî÷êèÑèììåòðèÿ. Ïðè èçó÷åíèè ñèììåòðèè êðèâîé (ï.2 ñõåìû) ñëåäóåò èìåòü ââèäó âñå ñëó÷àè, êîãäà âìåñòî âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ T äîñòàòî÷íî ðàñ-ñìîòðåòü ëèøü íåîòðèöàòåëüíóþ åå ÷àñòü:à) åñëè äëÿ ∀t ∈ T x(t) = x(−t), y(t) = −y(−t), òî êðèâàÿ ñèììåòðè÷íàîòíîñèòåëüíî îñè OX;á) åñëè äëÿ ∀t ∈ T x(t) = −x(−t), y(t) = y(−t), òî êðèâàÿ ñèììåòðè÷íàîòíîñèòåëüíî îñè OY ;â) åñëè äëÿ ∀t ∈ T x(t) = −x(−t), y(t) = −y(−t), òî êðèâàÿ ñèììåòðè÷íàîòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò;á) åñëè äëÿ ∀t ∈ T x(t) = x(−t), y(t) = y(−t), òî íàëîæåíèå;Çàìå÷àíèå. Îòìå÷åííûå âûøå ïðèçíàêè ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè, íî íåíåîáõîäèìûìè.Àñèìïòîòû êðèâîé. Êðèâàÿ èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó x=x0, åñëèîäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà:
lim
t→tp

y(t) = ∞ , lim
t→tp

x(t) = x0

(t→tp+0 èëè t→tp−0) (t→tp+0 èëè t→tp−0)Êðèâàÿ èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó y = y0, åñëè îäíîâðåìåííî âûïîë-íÿþòñÿ ðàâåíñòâà:
lim
t→tp

x(t) = ∞ , lim
t→tp

y(t) = y0.

(t→tp+0 èëè t→tp−0) (t→tp+0 èëè t→tp−0)Åñëè ïðè t → tp (t → tp + 0 èëè t → tp − 0) x → ∞ è y → ∞, òî âîçìîæíàíàêëîííàÿ àñèìïòîòà â âèäå y = kx+ b. Åñëè òàêîå çíà÷åíèå t íàéäåíî, òî kè b îïðåäåëÿåì ïî �îðìóëàì:
k = lim

t→tp

y(t)

x(t)
, b = lim

t→tp
[y(t)− kx(t)],

(t→tp+0 èëè t→tp−0) (t→tp+0 èëè t→tp−0)ïðè÷åì ïðåäåëû, ñòîÿùèå â ïðàâûõ ÷àñòÿõ ýòèõ �îðìóë, ñóùåñòâóþò.Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Èç óðàâíåíèÿ y(t) = 0 íàõîäèìçíà÷åíèÿ t, êîòîðûå îïðåäåëÿþò òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ îñüþ àáñöèññ.Èç óðàâíåíèÿ x(t) = 0 íàõîäèì çíà÷åíèÿ t, êîòîðûå îïðåäåëÿþò òî÷êèïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñ îñüþ îðäèíàò.Îñîáûå òî÷êè. Òî÷êà (x0, y0) êðèâîé x = x(t), y = y(t) íàçûâàåòñÿ îñîáîé,åñëè ïðè t = t0 : x0 = x(t0), y0 = y(t0), x
′(t0) = y′(t0) = 0.26



Äðóãèå òî÷êè êðèâîé, â êîòîðûõ õîòÿ áû îäíà èç ïðîèçâîäíûõ x′t èëè y′t íåðàâíà íóëþ, íàçûâàþòñÿ íåîñîáûìè òî÷êàìè. Â ëþáîé íåîñîáîé òî÷êå (x0, y0)óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä:
y − y0 =

y′t(t0)

x′t(t0)
(x− x0), åñëè x′t(t0) 6= 0,

x− x0 =
x′t(t0)

y′t(t0)
(y − y0), åñëè y′t(t0) 6= 0.Îïðåäåëåíèå òî÷åê êðèâîé, â êîòîðûõ êàñàòåëüíûå ïàðàëëåëüíû îñÿì êî-îðäèíàò.×òîáû êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé áûëà ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ, äîëæíî âû-ïîëíÿòñÿ óñëîâèå: y′x = 0, ò.å. çíà÷åíèÿ t, ñîîòâåòñòâóþùèå òàêèì òî÷êàì,èùåì èç óðàâíåíèÿ y′t = 0, åñëè x′t 6= 0.Çíà÷åíèÿ t, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ê êðèâîé ïà-ðàëëåëüíà îñè îðäèíàò, èùåì èç óðàâíåíèÿ x′t = 0, åñëè y′t 6= 0..Òî÷êè ïåðåãèáà. Çíà÷åíèå t, ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êàì ïåðåãèáà êðèâîé,îïðåäåëÿåì èç óðàâíåíèÿ

x′ty
′′
t − y′tx

′′
t = 0, åñëè x′t 6= 0.Îïðåäåëåíèå äâîéíûõ òî÷åê êðèâîé. Â äâîéíîé òî÷êå (x1, y1) êðèâîé ïå-ðåñåêàþòñÿ äâå âåòâè êðèâîé, èìåþùèå ðàçëè÷íûå êàñàòåëüíûå. Îòñþäà ñëå-äóåò, ÷òî äîëæíû ñóùåñòâîâàòü äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ t1 è t2 ïàðàìåòðà tòàêèå, ÷òî

x1 = x(t1) = x(t2)

y1 = y(t1) = y(t2).�åøàåì ýòó ñèñòåìó è ïðîâåðÿåì, èìåþò ëè óãëîâûå êîý��èöèåíòû êàñà-òåëüíûõ ê êðèâîé ïðè íàéäåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà t, ò.å äðîáè y′t(t1)

x′t(t1)
è

y′t(t2)

x′t(t2)
, ðàçíûå çíà÷åíèÿ. Åñëè äà, òî êðèâàÿ èìååò äâîéíóþ òî÷êó.Îïðåäåëåíèå òî÷åê âîçâðàòà. Â òî÷êàõ âîçâðàòà äîëæíû âûïîëíÿòñÿ ðà-âåíñòâà x′t = 0, y′t = 0, à x′′′t y′′t − y′′′t x

′′
t 6= 0, ò.å. â ýòîé òî÷êå óãëîâîé êîý��è-öèåíò êàñàòåëüíîé íåîïðåäåëåííûé.2.2.3 Ïîñòðîåíèå ãðà�èêîâ �óíêöèé, çàäàííûõïàðàìåòðè÷åñêèÏðèìåð 1. Ïîñòðîèòü ãðà�èê �óíêöèè

x =
t2

t2 + 1
; y =

t(1− t2)

t2 + 1
.27



1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè: [0, 1). Äåéñòâèòåëüíî, çíà÷åíèå x =
t2

t2 + 1ïðè ëþáîì t ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì ÷èñëîì, ìåíüøèì åäèíèöû. Ñëå-äîâàòåëüíî, êðèâàÿ ðàñïîëîæåíà ìåæäó ïðÿìûìè x = 0 è x = 1.Îáëàñòü çíà÷åíèé �óíêöèè: (−∞,+∞).2. Òàê êàê x(t) = x(−t) � ÷åòíàÿ, à y(t) = −y(−t) � íå÷åòíàÿ �óíêöèè, òîêðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ.3. Íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò.Ïðè t = 0 : x = 0 è y = 0, ò.å. êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó O(0, 0). Åñëè
y = 0 è t = 1, òî x = 1/2 è êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (1/2, 0).4. Íàõîäèì ïåðâûå ïðîèçâîäíûå:

x′t =
2t

(t2 + 1)2
; y′t =

1− 4t2 − t4

(t2 + 1)2

y′x =
1− 4t2 − t4

2t
.5. Óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå òî÷êè A è B ïðè t = ±

√

−2 +
√
5,â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà îñè àáñöèññ.Ïðè 0 < x <

1

2
, y > 0, y′′x < 0 � êðèâàÿ âûïóêëàÿ, à ïðè 1

2
< x < 1,

y > 0, y′′x > 0 � êðèâàÿ âîãíóòàÿ.6. Ïðîâåðÿåì, èìåò ëè êðèâàÿ äâîéíóþ òî÷êó èç óñëîâèé:
x(t1) = x(t2); y(t1) = y(t2)

1)























t21
t21 + 1

=
t22

t22 + 1
(1)

t1(1− t21)

t21 + 1
=

t2(1− t22)

t22 + 1
(2).�åøèâ ýòó ñèñòåìó, íàõîäèì äâà ðàçíûõ çíà÷åíèÿ t1 = 1 è t2 = −1, äëÿêîòîðûõ x(t1) = x(t2) è y(t1) = y(t2). Ñëåäîâàòåëüíî, òî÷êà (1

2
, 0

) �äâîéíàÿ òî÷êà êðèâîé. Íàõîäèì óãëîâûå êîý��èöèåíòû k1 è k2 êàñà-òåëüíûõ ê âåòâÿì êðèâîé, êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ â ýòîé òî÷êå
k1 =

y′t(t1)

x′t(t1)
= −2, k2 =

y′t(t2)

x′t(t2)
= 2,ò.å. k1 è k2 èìåþò ðàçíàå çíàêè, òî ýòî ïîäòâåðæäàåò, ÷òî òî÷êà (1

2
, 0

)ÿâëÿåòñÿ äâîéíîé òî÷êîé. 28



Àñèìïòîòû.
lim
t→∞

x(t) = lim
t→∞

t2

t2 + 1
= 1, lim

t→∞
y(t) = lim

t→∞
t(1− t2)

t2 + 1
= −∞,ò.å. êðèâàÿ èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó x = 1. Íàêëîííûõ àñèìïòîòíåò.7. Ñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè åå îòíîñèòåëüíî îñè OX(ðèñ.2.10).

A

B

b

b

b

1

2

1

y

x
0

�èñ.2.10Ïðèìåð 2. Ïîñòðîèòü ãðà�èê �óíêöèè
x =

t

1− t2
; y =

t(1− 2t2)

1− t2
.1. Èìååì t ∈ (−∞,−1) ∪ (−1, 1) ∪ (1,+∞),

x ∈ (0,+∞) ∪ (−∞,+∞) ∪ (−∞, 0) � îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè,
y ∈ (−∞,−∞) ∪ (+∞,−∞) ∪ (+∞,+∞) � îáëàñòü çíà÷åíèé �óíêöèè.Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî x = 0 � âåðòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà êðèâîé, à ïðè
t→ −1 è t→ 1 âîçìîæíû íàêëîííûå àñèìïòîòû. Äåéñòâèòåëüíî,

k1 = lim
x→±∞

y

x
= lim

t→1±0
(1− 2t2) = −1

b1 = lim
x→±∞

(y + x) = lim
t→1±0

2t = 2Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ ïðåäåëû ïðè t→ −1

k2 = lim
x→±∞

y

x
= lim

t→−1±0
(1− 2t2) = −1

b2 = lim
x→±∞

(y + x) = lim
t→−1±0

2t = −2Èòàê, êðèâàÿ èìååò äâå àñèìïòîòû y = −x+ 2, y = −x− 2.29



2. Òàê êàê x(t) = −x(−t), y(t) = −y(−t) , òî êðèâàÿ îáëàäàåò ñèììåòðèåéîòíîñèòåëüíî òî÷êè O(0, 0).Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü äàëåå ìíîæåñòâî M = [0, 1) ∪ (1,+∞).3. Íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò.Ïðè t = 0 x(t) = 0, à ïðè t = 0 è t = 1/
√
2 y(t) = 0.4. x′t = 1 + t2

(1− t2)2
, y′t =

2t4 − 5t2 + 1

(1− t2)2
.Íà ìíîæåñòâå M : x′t > 0, à y′t = 0 ïðè t1 = 0, 5

√

5−
√
17 ≈ 0, 47;

t2 = 0, 5
√

5 +
√
17 ≈ 1, 51.5. y′x = y′t

x′t
=

2t4 − 5t2 + 1

1 + t2
;

y′′x =
(y′t)

′

x′t
=

4t(1− t2)(3 + t2)

(1 + t2)3
⇒

y′′x < 0 ïðè t ∈ [0, 1), y′′x > 0 ïðè t ∈ (1,+∞).6. Ñîñòàâëÿåì òàáëèöó 2.4 : Òàáëèöà2.4
(tp, tp+1) (0; 0, 47) (0, 47; 1) (1; 1, 51) (1, 51;+∞)
(xp, xp+1) (0; 0, 6) (0, 6;+∞) (−∞;−0, 7) (−0, 7; 0)
(yp, yp+1) (0; 0, 3) (0, 3;−∞) (−∞; 2, 3) (2, 3;+∞)Çíàê y′′x + + − −7. Ñòðîèì êðèâóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ìíîæåñòâó M è ïðîäîëæàåì åå íàâñþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ñ ó÷åòîì åå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíîíà÷àëà êîîðäèíàò (ðèñ.2.11).

2
−2

y

−2

2

x0

�èñ.2.1130



2.3 Ôóíêöèè, çàäàííûå íåÿâíî2.3.1 Íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿÏóñòü çàäàíî óðàâíåíèå F(x, y) = 0.Íàçîâåì ëèíèåé, çàäàííîé ýòèì óðàâíåíèåì, ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïëîñ-êîñòè, êîîðäèíàòû x è y êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ.Åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê ïëîñêîñòè XOY , êîîðäèíàòû êîòîðûõ óäîâëåòâî-ðÿþò ýòîìó óðàâíåíèþ, ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðåðûâíûõ ëèíèé, êàæ-äàÿ èç êîòîðûõ åñòü ãðà�èê îäíîçíà÷íîé �óíêöèè y = fi(x), i = 1, . . . , n, òîãîâîðÿò, ÷òî ýòî óðàâíåíèå çàäàåò íåÿâíî ñåìåéñòâî íåïðåðûâíûõ �óíêöèé
y = f1(x), y = f2(x), . . . , y = fn(x).Ïðèìåðû: 1) x2 + y2 = 0 � óðàâíåíèå çàäàåò îäíó òî÷êó; 2) x2 − y2 = 0 �óðàâíåíèå çàäàåò ëèíèþ, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ ïðÿìûõ y = x; y = −x.Çàìå÷àíèÿ. 1. Óðàâíåíèå F(x, y) = 0, êîòîðîå çàäàåò êîíå÷íîå ÷èñëîíåïðåðûâíûõ �óíêöèé, ìîæåò óäîâëåòâîðÿò áåñêîíå÷íî ìíîãî �óíêöèé, íåÿâëÿþùèõñÿ íåïðåðûâíûìè.Ïðèìåð. x2+y2 = 1� óðàâíåíèå çàäàåò ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ �óíê-öèé y = +

√
1− x2 è y = −

√
1− x2. Â òî æå âðåìÿ óðàâíåíèå y = +

√
1− x2óäîâëåòâîðÿòü áåñêîíå÷íî ìíîãî �óíêöèé, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåïðåðûâíûìè(ðèñ.2.12).
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x−1 1
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�èñ.2.122. Èíîãäà óðàâíåíèå F(x, y) = 0 ìîæíî àíàëèòè÷åñêè ðàçðåøèòü îòíî-ñèòåëüíî îäíîé èç ïåðåìåííûõ. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà òî÷åê,óäîâëåòâîðÿþùèõ óðàâíåíèþ F(x, y) = 0, ñâîäèòñÿ ê ðàññìîòðåíèþ ñïîñî-áà ïîñòðîåíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè, èçëîæåííîãî â ï.2.1, à çàòåì ïîëó÷åííóþëèíèþ âìåñòå ñ îñÿìè êîîðäèíàò îòðàçèòü ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî áèñ-ñåêòðèñû ïåðâîãî è òðåòüåãî êîîðäèíàòíûõ óãëîâ.Ïðèìåð. Ïîñòðîèòü ãðà�èê â ñèñòåìå XOY ëèíèè x− y + y3 = 0.�àçðåøèì èñõîäíîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî x(y) = y − y3.Ôóíêöèÿ x(y)� íå÷åòíàÿ. �ðà�èê ýòîé �óíêöèè â ñèñòåìå Y OX ïðåäñòàâëåííà ðèñóíêå 2.13à. Îòîáðàæàÿ ïîñòðîåííóþ ëèíèþ îòíîñèòåëüíî áèññåêòðèñûïåðâîãî è òðåòüåãî êîîðäèíàòíûõ óãëîâ, ïîëó÷èì èñõîäíóþ êðèâóþ x − y +
y3 = 0 â ñèñòåìå êîîðäèíàò XOY (ðèñ.2.13á).31
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−1 á)�èñ.2.133. Ïðè ïîñòðîåíèè ëèíèè, çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì F(x, y) = 0, èíîãäàìîæíî ââåñòè ïàðàìåòð t òàê, ÷òî äàííîå óðàâíåíèå F(x, y) = 0 ðàâíîñèëüíîîäíîìó èëè íåñêîëüêèì óðàâíåíèÿì(ñîîòíîøåíèÿì) x = x(t), y = y(t), ëèáîïåðåéòè ê ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðèìåðû òàêîãî òèïà áóäóò ðàññìîò-ðåíû äàëåå.4. Â çàâèñèìîñòè îò ââåäåííîé ïîäñòàíîâêè â óðàâíåíèè F(x, y) = 0 (∗)è ïðèìåíåíèÿ ñèñòåìû êîîðäèíàò èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñõåìà ïî-ñòðîåíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè(*).2.3.2 Îñîáûå òî÷êè è íåêîòîðûå õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè.Îñîáûå òî÷êè êðèâîé F(x, y) = 0.Òî÷êà M(x0, y0) êðèâîé F(x, y) = 0 íàçûâàåòñÿ îñîáîé òî÷êîé, åñëè ååêîîðäèíàòû îäíîâðåìåííî óäîâëåòâîðÿþò òðåì óðàâíåíèÿì:










F(x0, y0) = 0

Fx(x0, y0) = 0

Fy(x0, y0) = 0,ãäå Fx(x0, y0), Fy(x0, y0) � ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âçÿòûå îò F(x, y) = 0 ïîïåðåìåííûì x è y ñîîòâåòñâåííî è âû÷èñëåííûå â òî÷êå M(x0, y0).Óãëîâîé êîý��èöèåíò k ê êðèâîé â îñîáîé òî÷êå (k = −Fx

Fy

) íåîïðåäå-ëåííûé.Ïóñòü â îñîáîé òî÷êå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà Fxx, Fxy, Fyyíå ðàâíû îäíîâðåìåííî íóëþ, òîãäàòî÷êà M(x0, y0) ÿâëÿåòñÿ äâîéíîé òî÷êîéêðèâîé, ïðè÷åì �îðìà êðèâîé â åå äâîéíîé òî÷êå õàðàêòåðèçóåòñÿ çíà÷åíèåì
δ:

δ = F2
xy(x0, y0)−Fxx(x0, y0) · Fyy(x0, y0) è ïðèà) δ > 0, êðèâàÿ èìååò óçëîâóþ òî÷êó (ðèñ.2.14) ;

32



M

b�èñ.2.14á) δ < 0, M(x0, y0) � èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà (ðèñ.2.15);
M

b �èñ.2.15â) δ = 0, òî÷êà M(x0, y0) ìîæåò áûòü òî÷êîé âîçâðàòà ïåðâîãî (ðèñ.2.16)èëè âòîðîãî (ðèñ.2.17) ðîäà èëè èçîëèðîâàííîé òî÷êîé, èëè òî÷êîé ñàìîêà-ñàíèÿ (ðèñ.2.18).
M

�èñ. 2.16 M�èñ. 2.17 M

y

x�èñ. 2.18Íàëè÷èå äâîéíîé òî÷êè â íà÷àëå êîîðäèíàò ó àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé îïðå-äåëÿþò òàê: â ïðèâåäåííîì óðàâíåíèè òàêîé êðèâîé íå äîëæíî áûòü ñâîáîä-íîãî ÷ëåíà è ÷ëåíîâ ñ ïåðâûìè ñòåïåíÿìè ïåðåìåííûõ.Çàìå÷àíèÿ. 1. Óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé â îñîáîé òî÷êå, êîòîðàÿñîâïàäàåò ñ òî÷êîé (0, 0), ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðèðàâíÿòü íóëþ ãðóïïó÷ëåíîâ íàèáîëåå íèçêîé ñòåïåíè.2. Åñëè îñîáàÿ òî÷êà íå ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò, òî óðàâíåíèÿêàñàòåëüíûõ ê êðèâîé â ýòîé òî÷êå ìîæíî ïîëó÷èòü, åñëè ïðèíÿòü îñîáóþòî÷êó çà íà÷àëî êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû è ïðèðàâíÿòü (â ïîëó÷åííîì ïîñëåïðåîáðàçîâàíèé óðàâíåíèè) íóëþ ãðóïïó ÷ëåíîâ ñàìîé íèçêîé ñòåïåíè.Ñèììåòðèÿ. Åñëè óðàâíåíèå êðèâîé F(x, y) = 0 íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå:1) x→ −x , òî êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò;2) y → −y, òî êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ;3) x → −x, y → −y (îäíîâðåìåííî), òî êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíîíà÷àëà êîîðäèíàò;4) y → x, x → y (îäíîâðåìåííî), òî êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî33



áèññåêòðèññû ïåðâîãî è òðåòüåãî êîîðäèíàòíûõ óãëîâ (y = x);5) y → −x, x → −y (îäíîâðåìåííî), òî êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíîáèññåêòðèññû âòîðîãî è ÷åòâåðòîãî êîîðäèíàòíûõ óãëîâ (y = −x);Òî÷êè ýêñòðåìóìà êðèâîé F(x, y) = 0.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê êðèâîé, çàäàííîé óðàâíåíèåì
F(x, y) = 0, âíà÷àëå íàõîäèì óãëîâîé êîý��èöèåíò k êàñàòåëüíîé â ïðîèç-âîëüíîé òî÷êå òàêîé êðèâîé:

k = −Fx

Fy
.×òîáû îïðåäåëèòü íà êðèâîé òî÷êó, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà îñèàáñöèññ, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó:

{Fx(x, y) = 0

F(x, y) = 0Ïóñòü x1, y1 � êîðíè ýòîé ñèñòåìû, ïðè÷åì Fy(x1, y1) 6= 0, òîãäà òî÷êà
M(x1, y1) ÿâëÿåòñÿ äëÿ êðèâîéà) òî÷êîé ìàêñèìóìà ymax, åñëè Fxx(x1, y1) · Fy(x1, y1) > 0;á) òî÷êîé ìèíèìóìà ymin, åñëè Fxx(x1, y1) · Fy(x1, y1) < 0.×òîáû îïðåäåëèòü íà êðèâîé òî÷êó, â êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíàîñè îðäèíàò, íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó:

{Fy(x, y) = 0

F(x, y) = 0Åñëè x1, y1 � êîðíè ýòîé ñèñòåìû, ïðè÷åì Fx(x1, y1) 6= 0, òîãäà òî÷êà
M(x1, y1) ÿâëÿåòñÿ äëÿ êðèâîéà) òî÷êîé ìàêñèìóìà ymax, åñëè Fyy(x1, y1) · Fx(x1, y1) > 0á) òî÷êîé ìèíèìóìà ymin, åñëè Fyy(x1, y1) · Fx(x1, y1 < 0.Òî÷êè ïåðåãèáà êðèâîé F(x, y) = 0.Åñëè óðàâíåíèå F(x, y) = 0 íåëüçÿ ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî y, òî íàéòè òî÷-êè ïåðåãèáà êðèâîé â îáùåì âèäå òðóäíî. Èíîãäà ìîæíî èñïîëüçîâàòü òàêîåñâîéñòâî: òî÷êè ïåðåãèáà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé F(x, y) = 0 äîëæíû íàõî-äèòüñÿ â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé êðèâîé ñ äîïîëíèòåëüíîé êðèâîé, îïðåäå-ëÿåìîé óðàâíåíèåì: FxxF2

y − 2FxyFy + FyyF2
x = 0.Àñèìïòîòû êðèâîé.Äëÿ íàõîæäåíèÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòû ïðèðàâíèâàþò íóëþ êîý��èöè-åíòû ïðè âûñøåé ñòåïåíè x, âõîäÿùèé â óðàâíåíèå F(x, y) = 0. Åñëè ýòîòêîý��èöèåíò ðàâåí ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå, òî ãîðèçîíòàëüíîé àñèïòîòû íåò.Äëÿ íàõîæäåíèÿ âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû ïðèðàâíèâàþò íóëþ êîý��èöè-åíò ïðè âûñøåé ñòåïåíè y, âõîäÿùèé â óðàâíåíèå F(x, y) = 0. Åñëè ýòîòêîý��èöèåíò ðàâåí ïîñòîÿííîé âåëè÷èíå, òî âåðòèêàëüíîé àñèìïòîòû íåò.Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàêëîííûõ àñèìïòîò íåîáõîäèìî y â óðàâíåíèè F(x, y) = 034



êðèâîé çàìåíèòü íà kx+ b è ïðèðàâíÿòü íóëþ êîý��èöèåíòû ïðè äâóõ âûñ-øèõ ñòåïåíÿõ x è ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ðåøèòü îòíîñèòåëüíî k è b.2.3.3 Ïîñòðîåíèå ãðà�èêîâÓ÷èòûâàÿ îñîáåííîñòè �óíêöèé ðàññìîòðèì ïîñòðîåíèå èõ ãðà�èêîâ íà ïðè-ìåðàõ.Ïðèìåð 1. Ïîñòðîèòü ãðà�èê êðèâîé
x4 + 2y2 − x2 − y4 = 01. Äëÿ íàõîæäåíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè, çàäàííîé íåÿâíî ðàçðå-øèì äàííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî y. Ïîëó÷àåì y = ±

√

1 +
√
x4 − x2 + 1 è

y = ±
√

1−
√
x4 − x2 + 1, ò.å èìååì äâå âåòâè êðèâîé. Â îáëàñòè îïðåäå-ëåíèÿ îáåèõ âåòâåé äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî x4 − x2 + 1 ≥ 0 èëè

(x2 − 1)2 + x2 ≥ 0, ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ x. Äëÿ òî÷åê âòîðîé âåòâè íåîáõî-äèìî, ÷òîáû √
x4 − x2 + 1 ≤ 1 èëè x2 − 1 ≤ 0, ÷òî âîçìîæíî ïðè |x| < 1.Ñ ó÷åòîì ïðîâåäåííîãî àíàëèçà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïåðâîé âåòâè: x ∈ (−∞,∞),îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âòîðîé âåòâè: x ∈ [−1, 1].2. �îðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò êðèâàÿ íå ìååò, ïîñêîëüêóêîå��èöèåíò ïðè ñòàðøèõ ñòåïåíÿõ x è y â óðàâíåíèè ïîñòîÿííû.Íàõîäèì íàêëîííûå àñèìïòîòû, äëÿ ÷åãî â èñõîäíîå óðàâíåíèå âìåñòî y ïîä-ñòàâèì y = kx+ b, ïîëó÷èì:

x4 − (kx+ b)4 − x2 + 2(kx+ b)2 = 0Ïðèðàâíÿåì íóëþ êîý��èöèåíòû ïðè x4 è x3 è ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèéîòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ k è b:
{

k4 − 1 = 0

4k3b = 0
⇒ k = ±1; b = 0.Ñëåäîâàòåëüíî, ïðÿìûå y = x è y = −x � íàêëîííûå àñèìïòîòû ðàññìàò-ðèâàåìîé êðèâîé.3. Êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñåé êîîðäèíàò.4. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê âû÷èñëèì Fx = 4x3 − 2x è

Fy = −4y3 + 4y.5. Êîîðäèíàòû òî÷åê, â êîòîðûõ êàñàòåëüíûå ïàðàëëåëüíû îñè àáñöèññ,íàéäåì, ðåøèâ ñèñòåìó:
{

F(x, y) = x4 + 2y2 − x2 − y4 = 0

Fx(x, y) = 4x3 − 2x = 0.Èìååì M01(0,
√
2), M02(0,−

√
2), M1,2

(

±
√
2
2 ,
√

2+
√
3

2

), O(0, 0). Â òî÷êå M01áóäåò ymax, òàê êàê Fxx ·Fy > 0, à â òî÷êàõM02(0,−
√
2) èM1,2 áóäåò ìèíèìóì35



(ymin), òàê êàê Fxx · Fy < 0.Êîîðäèíàòû òî÷åê, â êîòîðûõ êàñàòåëüíûåïàðàëëåëüíû îñè îðäèíàò, íàéäåì,ðåøèâ ñèñòåìó:
{

F(x, y) = x4 + 2y2 − x2 − y4 = 0

Fy = −4y3 + 4y = 0.Ïîëó÷èì: A1(1, 0), A2(−1, 0), O(0, 0).Â òî÷êå A1 áóäåò xmax, òàê êàê Fyy · Fx > 0, à òî÷êå A2 áóäåò xmin, òàê êàê
Fyy · Fx < 0.6. Îñîáûå òî÷êè íàéäåì èç ñèñòåìû óðàâíåíèé:











F(x, y) = x4 + 2y2 − x2 − y4 = 0

Fx = 4x3 − 2x = 0

Fy = −4y3 + 4y = 0

⇒Òî÷êà O(0, 0) � åäèíñòâåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà. Òàê êàê δ = F2
xy −Fxx · Fyy > 0,òî òî÷êà O(0, 0) � óçëîâàÿ îñîáàÿ òî÷êà. Èç óðàâíåíèÿ x2 − 2y2 = 0, ò.å.

x−
√
2y = 0 è x+√

2y = 0 � äâå êàñàòåëüíûå â ýòîé òî÷êå.7. Ñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè (ðèñ. 2.19).
y

x0 1−1

M02

M01

M1 M2

A2 A1

�èñ.2.19Èíîãäà óäîáíî èññëåäîâàòü è ñòðîèòü ãðà�èê íåÿâíî çàäàííûõ �óíêöèé ,çàïèñàâ óðàâíåíèå êðèâîé â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå.Ïîëîæèì y = α(t)xn, ãäå α(t) è n� âûáðàííûå ïîäõîäÿùèì îáðàçîì �óíê-öèÿ è ÷èñëî. Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèå äëÿ y â óðàâíåíèå F (x, y) = 0, ïîëó÷èì
F (x, α(t)xn) = 0. 36



Ïóñòü x = ϕ(t) � ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ. Òîãäà
{

x = ϕ(t)

y = α(t)ϕn(t) ≡ ψ(t)� ïàðàìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå êðèâîé.Íà ïðàêòèêå âûáîð �óíêöèè α(t) îïðåäåëÿåòñÿ âèäîì �óíêöèè F(x, y).Ýòî ìîãóò áûòü: à) y = tx; á) y =
t

x
; â) y = x

√
tg tè äðóãèå ïîäñòàíîâêè.Ïðèìåð 2. Ïîñòðîèòü ãðà�èê êðèâîé

x2y2 = x3 − y31. Çàïèøåì óðàâíåíèå â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå. Ïóñòü y = tx, òîãäà
x2t2x2 = x3 − t3x3, îòñþäà











x =
1

t2
− t

y =
1

t
− t2

, ïðè÷åì t 6= 0Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè x(t) íà èíòåðâàëå (−∞, 0) ∪ (0,∞).Ôóíêöèÿ y(x) îïðåäåëåíà íà èíòåðâàëå (−∞,+∞).2. Êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé x+y = 0, òàê êàê ïðè çàìåíå
y íà −x, à x íà −y êðèâàÿ F(x, y) íå ìåíÿåòñÿ.3. Êðèâàÿ íå èìååò íè âåðòèêàëüíûõ, íè ãîðèçîíòàëüíûõ àñèìïòîò, òàêêàê íå âûïîëíÿåòñÿ îäíîâðåìåííî íè îäíî èç ðàâåíñòâ à) èëè á):à) lim

t→0±0
y(t) = ∞, lim

t→0±0
x(t) = x0á) lim

t→0±0
x(t) = ∞, lim

t→0±0
y(t) = y0.Õîòÿ ðàâåíñòâà lim

t→0±0
x(t) = ∞, lim

t→0±0
y(t) = ∞ âûïîëíÿþòñÿ îäíîâðåìåííî,÷òî ãîâîðèò î âîçìîæíîì ñóùåñòâîâàíèè íàêëîííîé àñèìïòîòû â âèäå

y = kx+ b, íî òàê êàê b = lim
t→0±0

[y(t)− kx(t)] = ∞, òî íàêëîííîé àñèìïòîòûãðà�èê äàííîé �óíêöèè òàê æå íå èìååò.4. Íå èìååò êðèâàÿ è äâîéíûõ òî÷åê, òàê êàê íå ñóùåñòâóþò äâóõ ðàçëè÷-íûõ çíà÷åíèé t1 è t2 ïàðàìåòðà òàêèõ, ÷òî
x1 = x(t1) = x(t2), y1 = y(t1) = y(t2).5. Íàéäåì ïåðâûå ïðîèçâîäíûå

x′t = −2 + t3

t3
, y′t = −1 + 2t3

t2
; y′x =

y′t
x′t

=
t(1 + 2t3)

2 + t3
(t 6= 0).37



Ïðè t = − 3
√
2 ≈ −1, 26 (x ≈ 1, 89, y ≈ −2, 38) ïðîèçâîäíàÿ íå ñóùåñòâóåò.

y′x = 0 ïðè t = − 3
√

1/2 ≈ −0.79 (x ≈ 2, 38, y ≈ −1, 89)

y′x < 0 ïðè −∞ < t < − 3
√
2 � �óíêöèÿ óáûâàåò;

y′x > 0 ïðè − 3
√
2 < t < −

√

1/2 � �óíêöèÿ âîçðàñòàåò;
y′x < 0 ïðè −

√

1/2 < t < 0 � �óíêöèÿ óáûâàåò;
y′x > 0 ïðè 0 < t < +∞ � �óíêöèÿ âîçðàñòàåò;6. Íàéäåì âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ y′′x: y′′x = −2t3(t6+7t3+1)

(2+t3)3
(t 6= 0). Èç óñëîâèÿ

y′′x = 0, íàéäåì t = − 3

√

7 + 3
√
5

2
≈ −1, 9 (x ≈ 2, 18, y ≈ −4, 14),

t = − 3

√

7− 3
√
5

2
≈ −0, 53 (x ≈ 4, 14, y ≈ −2, 18).

y′′x < 0 ïðè −∞ < t < − 3

√

7 + 3
√
5

2
� êðèâàÿ âûïóêëàÿ;

y′′x > 0 ïðè − 3

√

7 + 3
√
5

2
< t < − 3

√
2 � êðèâàÿ âîãíóòàÿ (t = − 3

√
2 � òî÷êàáåñêîíå÷íîãî ðàçðûâà);

y′′x < 0 ïðè − 3
√
2 < t < − 3

√

7− 3
√
5

2
� êðèâàÿ âûïóêëàÿ;

y′′x > 0 ïðè − 3
√
2 < t < 0 � êðèâàÿ âîãíóòàÿ;

y′′x < 0 ïðè 0 < t < +∞ � êðèâàÿ âûïóêëàÿ;Òî÷êè ïåðåãèáà: P1(2, 18;−4, 14), P2(1, 89;−2, 38), P3(4, 14;−2, 18).7. Ñòðîèì êðèâóþ ñîãëàñíî ïðîâåäåííîìó èññëåäîâàíèþ è ïðîäîëæàåì ååíà âñþ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè ñ ó÷åòîì åå ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíîáèññåêòðèññû x+ y = 0 (ðèñ.2.20.).
y

x
0

�èñ.2.2038



Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî èññëåäîâàòü è ñòðîèòü ãðà�èê íåÿâíî çàäàí-íîé �óíêöèè, óïðîñòèâ óðàâíåíèå êðèâîé ñ ïîìîùüþ ïðåäñòàâëåíèÿ åå â ïî-ëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Ïðèìåð 3. Ïîñòðîèòü ãðà�èê êðèâîé
x3 + y3 = 3axy1. Çàïèøåì óðàâíåíèå êðèâîé â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò.Ïóñòü {x = r cosϕ

y = r sinϕ,òîãäà óðàâíåíèå ïðèìåò âèä r = 3a sin 2ϕ

2(cos3 ϕ+ sin3 ϕ)
.2. Ïðèìåíèâ ñõåìó èññëåäîâàíèÿ ëèíèé, çàäàííûõ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êî-îðäèíàò è ó÷òÿ îñîáåííîñòè äàííîé êðèâîé, õàðàêòåðíûå òî÷êè è ëèíèè, ïî-ñòðîèì åå ãðà�èê. Ýòî � äåêàðòîâ ëèñò (ðèñ. 2.21).

y

x

(0,−a)

b

b

(−a, 0) 0

�èñ.2.212.4 Ôóíêöèè, çàäàííûå â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò2.4.1 Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ è ïîñòðîåíèå ãðà�èêà �óíêöèèñ èñïîëüçîâàíèåì çàìåíû ïåðåìåííîéÎáùèé âèä �óíêöèé, çàäàííûõ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò: r = f(ϕ), à âíåÿâíîì âèäå � F(r, ϕ) = 0.Ôóíêöèþ âèäà r = f(ϕ) ìîæíî èññëåäîâàòü ïóòåì ñðàâíåíèÿ å¼ ñ �óíê-öèåé, çàäàííîé â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò y = f(x), êîòîðóþ ïîëó÷àåìïóòåì çàìåíû r → y, ϕ → x. È òîãäà ê y = f(x) ìîæíî ïðèìåíèòü ñõåìóèññëåäîâàíèÿ ï.2.1.3.Ñðàâíèâàÿ ãðà�èê �óíêöèè r = f(ϕ) ñ ñîîòâåòñòâóþùèì ãðà�èêîì �óíê-öèè y = f(x), îòìåòèì åãî íåêîòîðûå îñîáåííîñòè.Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ a ≤ x ≤ b �óíêöèè y = f(x) ñîîòâåòñòâóåò îáëàñòè39



a ≤ ϕ ≤ b îïðåäåëåíèÿ �óíêöèè r = f(ϕ). Îñîáûì òî÷êàì x1, x2, . . . �óíê-öèè y = f(x) ñîîòâåòñâóþò òî÷êè ϕ1 = x1, ϕ2 = x2, . . . �óíêöèè r = f(ϕ).Ñèììåòðèÿ. 1) Ïóñòü y = f(x) � ÷åòíàÿ �óíêöèÿ. Âñëåäñòâèå ðàâåí-ñòâà f(x) = f(−x) èìååì, ÷òî òî÷êàì A(x, y) è B(−x, y) êðèâîé y = f(x)ñîîòâåòñâóþò òî÷êè A1(r, ϕ) è B1(r, π − ϕ) êðèâîé r = f(ϕ) (ðèñ.2.22à, á ñî-îòâåòñòâåííî),
B(−x, y) A(x, y)

à)
b b

0

y

x

b b

b

ϕ

B1(r, π − ϕ) A1(r, ϕ)

Pá)0�èñ.2.22à òî÷êàì A(x,−y) è B(−x,−y) ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè A1(r, 2π − ϕ) è
B1(r, π + ϕ) (ðèñ.2.23à, á ñîîòâåòñòâåííî).

B(−x,−y) A(x,−y)
b b

0

y

x

à) b b

b

ϕ

á)B1(r, π + ϕ) A1(r, 2π − ϕ)

P0

�èñ.2.232) Ïóñòü y = f(x) � íå÷åòíàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà òî÷êàì A(x, y) è B(−x,−y),ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäè-íàò, ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè A1(r, ϕ) è B1(r, π+ϕ), ñèììåòðè÷íûå îòíîñèòåëüíîïîëþñà â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (ðèñ.2.24à, á ñîîòâåòñòâåííî),
A(x, y)

B(−x,−y)
b

b

à)
0

y

x

b

b

b

á)B1(r, π + ϕ)

A1(r, ϕ)

P0

�èñ.2.24à òî÷êàì A(−x, y) è B(x,−y) êðèâîé f(x) ñîîòâåòñòâóþò òî÷êè A1(r,
π
2
+ϕ)è B1(r,

3π
2
+ ϕ) êðèâîé r = f(ϕ) (ðèñ.2.25à, á ñîîòâåòñòâåííî).40



A(−x, y)

B(x,−y)

b

bà)
0

y

x

b

b

b

á) B1(r,
3π
2
+ ϕ)

A1(r,
π
2
+ ϕ)

P0

�èñ.2.253) Åñëè êðèâàÿ y = f(x) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ ïðè x > 0,òî òî÷êàì A(x, y) è B(x,−y) ñîîòâåòñâóþò òî÷êè A1(r, ϕ) è B1(r, 2π − ϕ)êðèâîé r = f(ϕ) (ðèñ.2.26à, á ñîîòâåòñòâåííî).
A(x, y)

B(x,−y)
b

b

à)
0

y

x

b

b

b

ϕ

á) B1(r, 2π − ϕ)

A1(r, ϕ)

P0

�èñ.2.264) Åñëè êðèâàÿ y = f(x) ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè àáñöèññ ïðè x < 0,òî òî÷êàìA(−x, y) èB(−x,−y) ñîîòâåòñâóþò òî÷êèA1(r,
π
2
+ϕ) èB1(r,

3π
2
−ϕ)êðèâîé r = f(ϕ) (ðèñ.2.27à, á ñîîòâåòñòâåííî).

A(−x, y)

B(−x,−y)
b

b

à)
0

y

x

b

b

b

á)B1(r,
3π
2
− ϕ)

A1(r,
π
2
+ ϕ)

P0

�èñ.2.27Ïåðèîä �óíêöèè y = f(x) òàêîé æå, êàê è ïåðèîä �óíêöèè r = f(ϕ).Ïîýòîìó äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü ãðà�èê �óíêöèè r = f(ϕ) â ñåêòîðå ñ óãëîìó âåðøèíû, ðàâíûì ïåðèîäó, à çàòåì ñ ïîìîùüþ ïîñòåïåííîãî ïîâîðîòà íàóãëû, êðàòíûå ïåðèîäó, ñòðîèì èñêîìûé ãðà�èê.41



Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) îãðàíè÷åíà (M < f(x) < N), òî, êàê èçâåñòíî, ååãðà�èê ðàñïîëàãàåòñÿ ìåæäó ïðÿìûìè y = M è y = N . Äëÿ ñîîòâåòñòâó-þùåé �óíêöèè r = f(ϕ) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî M < f(ϕ) < N è ãðà�èê�óíêöèè r = f(ϕ) ðàñïîëàãàåòñÿ â êîëüöå, âíóòðåííèé ðàäèóñ êîòðîãî ðàâåí
M , à âíåøíèé � N .Åñëè �óíêöèÿ y = f(x) èìååò ýêñòðåìóì ïðè x = x0, òî �óíêöèÿ r = f(ϕ)èìååò ýêñòðåìóì ïðè ϕ = ϕ0.Åñëè �óíêöèÿ f(x) óáûâàåò â íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå, òî äëÿ �óíêöèè
r = f(ϕ) ïðè äâèæåíèè ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå çíà÷åíèå ðàäèóñà óìåíüøàåòñÿ,à ïðè äâèæåíèè ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè � óâåëè÷èâàåòñÿ.�îðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà y = c êðèâîé y = f(x) ïåðåõîäèò â àñèìïòî-òè÷åñêóþ îêðóæíîñòü ðàäèóñà r = c â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (åñëè
c = 0, òî îêðóæíîñòü âûðîæäàåòñÿ â òî÷êó).Âåðèòèêàëüíàÿ àñèìïòîòà x = b êðèâîé y = f(x) ïåðåõîäèò â ëó÷ ϕ = bâ ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. (Åñëè b = 0, òî àñèìïòîòà x = 0 ïåðåõîäèò âïîëÿðíóþ îñü, à åñëè b = π

2
+ 2kπ, ãäå k ∈ Z, òî àñèìïòîòà x = b ïåðåõîäèò ââåðòèêàëüíûé ëó÷ ϕ = π

2
+ 2kπ).Íàêëîííàÿ àñèìïòîòà y = kx+ b êðèâîé y = f(x) ïåðåõîäèò â ñïèðàëü Àðõè-ìåäà r = kϕ + b. Â÷àñòíîñòè, àñèïòîòà y = ax ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x)ïåðåõîäèò â ñïèðàëü Àðõèìåäà r = aϕ.Çàìå÷àíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè r = f(ϕ) ïðè çíà÷åíèÿõ

ϕ, ñîîòâåòñòâóþùèì òàêèì çíà÷åíèÿì x, ïðè êîòîðûõ f(x) < 0, äîñòàòî÷íîïîñòðîèòü ãðà�èê �óíêöèè y = |f(x)|. Çàòåì ïî ýòîìó ãðà�èêó íåîáõîäè-ìî ïîñòðîèòü êðèâóþ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è ïîâåðíóòü å¼ âîêðóãïîëþña íà óãîë π. Ïîëó÷èì êðèâóþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ îòðèöàòåëüíûì çíà÷å-íèÿì �óíêöèè r = f(ϕ). Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñòðîåíèå êðèâîé r = f(ϕ) íåîáõî-äèìî âíà÷àëå âûïîëíèòü äëÿ ϕ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿì x, ïðè êîòîðûõ
f(x) > 0, à çàòåì ñòðîèòü êðèâóþ r = f(ϕ) äëÿ ϕ, ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷å-íèÿì x, ïðè êîòîðûõ f(x) < 0.Ïðèìåð. Ïîñòðîèòü ãðà�èê �óíêöèè r = 2√

cos 3ϕ
.Ïðèäåðæèâàåìñÿ âûøåèçëîæåííîé ñõåìû:1. Çàìåíÿåì r → y, ϕ→ x, ïîëó÷àåì �óíêöèþ y =

2√
cos 3x

;2. Ê èññëåäîâàíèþ �óíêöèè y =
2√

cos 3x
ïðèìåíèì ñõåìó èç ï.2.1.3 è ïðè-âåäåì íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ óêàçàííîé �óíêöèè, íåîáõîäèìûå äëÿ ïîñòðîåíèÿå¼ ãðà�èêà:à) Ôóíêöèÿ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ x 6= π

6
(2n+ 1), ãäå n ∈ Zá) Îáëàñòü çíà÷åíèé �óíêöèè [2; +∞)â) Ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ñ ïåðèîäîì 2π
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ã) ymin = 2 ïðè x = 0 è x = ±2π

3ä) Ôóíêöèÿ èìååò âåðòèêàëüíûå àñèìïòîòû x = ±π
6
; x = ±π

2
; x = ±5π

6
; . . .3. Ñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè y =

2√
cos 3x

(ðèñ.2.28).

−π
6

π
6

π
2

5π
6

7π
6

3π
2

x

y

0

2

�èñ.2.284. Ñîãëàñíî ìåòîäèêå ïðèìåíåíèÿ ñõåìû ñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè
r =

2√
cos 3ϕ

â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, ïðè ýòîì âåðòèêàëüíûå àñèìï-òîòû ïåðåõîäÿò â ëó÷è, à ymin = 2 � â àñèìïòîòè÷åñêóþ îêðóæíîñòü ðàäèóñà
r = 2 (ðèñ.2.29).

x0 2 P

�èñ.2.2943



2.4.2 Îáùàÿ ñõåìà èññëåäîâàíèÿ è ïîñòðîåíèå ãðà�èêà �óíêöèè ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäíîéÒåîðèòè÷åñêèå ñâåäåíèÿ�àññìîòðèì �óíêöèþ âèäà r = r(ϕ), ãäå −∞ < ϕ < +∞.Óñëîâèìñÿ îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ r îòêëàäûâàòü â íàïðàâëåíèè ϕ+ π, ò.å.â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèþ, êîòîðîå îïðåäåëåíî óãëîì ϕ.Åñëè r = r(ϕ) îãðàíè÷åíà, ò.å. çíà÷åíèå |r| ≤ a, òî âñÿ êðèâàÿ íàõîäèòñÿâíóòðè êðóãà ðàäèóñà r = a.Åñëè r(−ϕ) = r(ϕ), òî êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïîëÿðíîé îñè;åñëè r(π − ϕ) = r(ϕ), òî êðèâàÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî ïåðïåíäèêóëÿðàê ïîëÿðíîé îñè (â ïîëþñå); åñëè r(π + ϕ) = r(ϕ), òî êðèâàÿ ñèììåòðè÷íàîòíîñèòåëüíî ïîëþñà.Èññëåäîâàíèå íà ýêñòðåìóì �óíêöèè r = r(ϕ) ïðîèçâîäèòñÿ îáû÷íûìñïîñîáîì: åñëè r′(ϕ) = 0, ϕ = ϕ1, òî r(ϕ1) ÿâëÿåòñÿ rmax, åñëè r′(ϕ) ïðèïåðåõîäå ÷åðåç ϕ1 ìåíÿåò çíàê ñ "+"íà "−"(èëè r′′(ϕ) < 0); åñëè r′(ϕ) ïðèïåðåõîäå ÷åðåç ϕ1 ìåíÿåò çíàê ñ "−"íà "+"(èëè r′′(ϕ) > 0), òî r(ϕ1) ÿâëÿåòñÿ
rmin.Êàñàòåëüíûå ê êðèâûì â òî÷êàõ rmax è rmin ïåðïåíäèêóëÿðíû ê ðàäèóñ-âåêòîðó òî÷êè êàñàíèÿ.Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè íà êðèâîé r = r(ϕ) òî÷êè, â êîòîðûõ êàñàòåëü-íàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà ê ïîëÿðíîé îñè (OP ), íåîáõîäèìî â �îðìóëå tg µ =

r

r′(ðèñ.2.30) ïîëîæèòü µ = kπ + π
2
− ϕ.

b

ϕ

µ

P0 �èñ.2.30Çíà÷åíèÿ ϕ, íàéäåííûå èç ýòîãî óðàâíåíèÿ, è îïðåäåëÿþò èñêîìûå òî÷êè.Åñëè êðèâàÿ r = r(ϕ) èìååò òî÷êè ïåðåãèáà, òî ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ
ϕ äîëæíû áûòü êîðíÿìè íå÷åòíîé êðàòíîñòè óðàâíåíèÿ:

r2 + 2r′2 − r′r′′ = 0Óðàâíåíèå àñèìïòîòû â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò:
r =

p

cosϕ− γ
,ãäå γ � óãîë, îáðàçîâàííûé ïåðïåíäèêóëÿðîì, îïóùåííûì íà îñèìïòîòó èçïîëþñà O, ñ ïîëÿðíîé îñüþ; p � äëèíà ýòîãî ïåðïåíäèêóëÿðà (ðèñ.2.31).Äëÿ íàõîæäåíèÿ γ èññëåäóþò ïî óðàâíåíèþ çàäàííîé êðèâîé r = r(ϕ), ñó-ùåñòâóåò ëè òàêîå çíà÷åíèå ϕ = ϕ1, äëÿ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå44



ϕ γ
β

pr

P0 �èñ.2.31
r = ∞. Åñëè òàêîå çíà÷åíèå ϕ íàéäåíî, òî êðèâàÿ èìååò áåñêîíå÷íóþ âåòâü.Â ýòîì ñëó÷àå èùåì P ïî �îðìóëå:

P = lim
ϕ→ϕ1

r2

|r′|Åñëè ýòîò ïðåäåë ñóùåñòâóåò, òî áåñêîíå÷íàÿ âåòâü ãðà�èêà �óíêöèè èìååòàñèìïòîòó. À åñëè ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, òî áåñêîíå÷íàÿ âåòâü êðèâîé íåèìååò àñèìïòîòû (ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêîé âåòâüþ êðèâîé). Åñëè P > 0,òî àñèìïòîòà íàõîäèòñÿ ñïðàâà îò ðàäèóñ-âåêòîðà, êîòîðûé ïðîñòèðàåòñÿ âáåñêîíå÷íîñòü, à åñëè P < 0 � òî ñëåâà.Ïðèìåð. Ïîñòðîèòü ãðà�èê �óíêöèè r = 1 + cos
ϕ

2
.Èññëåäîâàíèå �óíêöèè, çàäàííîé â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, è ïîñòðîå-íèå åå ãðà�èêà ïðîâåäåì èñïîëüçóÿ îáùóþ ñõåìó (ï.2.1.3) è òåîðèòè÷åñêèåñâåäåíèÿ äàííîãî ïóíêòà.1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: ϕ ∈ R.2. Ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷íà ñ ïåðèîäîì T = 4π. Òàê êàê r(−ϕ) = 1+ cos

(−ϕ)
2

=

= 1 + cos
ϕ

2
= r(ϕ), òî �óíêöèÿ � ÷åòíàÿ è å¼ ãðà�èê ñèììåòðè÷åí îòíîñè-òåëüíî ïîëÿðíîé îñè.Íàêëîííûõ àñèìïòîò êðèâàÿ r(ϕ) = 1 + cos

ϕ

2
íå èìååò, òàê êàê

k = lim
ϕ→∞

r(ϕ)

ϕ
= ∄ (íå ñóùåñòâóåò) è b = lim

ϕ→∞
[r(ϕ)− k(ϕ)] = ∄ .Âåðòèêàëüíûõ àñèìïòîò òàêæå íåò.3. Íàõîäèì èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè è ýêñòðåìóìû.

r′ = −1

2
sin

ϕ

2
= 0 ⇒ sin

ϕ

2
= 0

ϕ

2
= πk, ϕ = 2πk, k ∈ ZÒàê êàê 0 ≤ ϕ ≤ 4π, k = 0, 1, 2, òî ϕ1 = 0, ϕ2 = 2π, ϕ3 = 4π, ãäå ϕ1, ϕ2, ϕ3� ñòàöèîíàðíûå òî÷êè. Èññëåäóåì çíàê ïðîèçâîäíîé â îêðåñòíîñòÿõ ýòèõòî÷åê.

− + −+

ϕ
b b b

0 2π 4πÇíà÷èò, íà [0; 2π] �óíêöèÿ r(ϕ) óáûâàåò, à íà [2π; 4π] âîçðàñòàåò.
ϕmin = 2πk � òî÷êè ìèíèìóìà, ãäå k = 2n+ 1, n ∈ Z. ϕmax = 2πk � òî÷êè45



ìàêñèìóìà, ãäå k = 2n, n ∈ Z.
rmax = r(ϕmax) = 2; rmin = r(ϕmin) = 15. Íàõîäèì èíòåðâàëû ñîõðàíåíèÿ íàïðàâëåíèÿ âûïóêëîñòè è òî÷êè ïåðåãè-áà.
r′′ = (r′)′ = (−1

2
sin

ϕ

2
)′ = −1

4
cos

ϕ

2
r′′ = 0

cos
ϕ

2
= 0

ϕ

2
=
π

2
+ πm⇒ ϕ = π + 2πm, m ∈ ZÒàê êàê 0 ≤ ϕ ≤ 4π, òî m = 0, 1 : ϕ1 = π, ϕ2 = 3π.

− + −
ϕ0

b

π
b

3π
b

4π
bÂûâîä: íà [π; 3π] � ãðà�èê âîãíóòîñòè �óíêöèè; íà [0; π]∪ [3π; 4π] � ãðà-�èê âûïóêëîñòè �óíêöèè.Òàê êàê â îêðåñòíîñòè òî÷åê ϕ1 = π è ϕ2 = 3π ïðîèñõîäèò ñìåíà çíàêà r′′,òî ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåãèáà (ϕ = π + 2πm, m ∈ Z äëÿ îáùåãîñëó÷àÿ).6. Îïðåäåëÿåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ �óíêöèè ñ ïîëÿðíîé îñüþ.

r = 0; 1 + cos
ϕ

2
= 0

cos
ϕ

2
= −1 ⇒ ϕ

2
= π + 2πn, n ∈ Z

ϕ = 2π + 4πn, n ∈ ZÑ ó÷åòîì ïåðèîäè÷íîñòè òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ñ îñüþ (2π; 0).7. Òàê êàê ãðà�èê �óíêöèè íå èìååò íàêëîííûõ àñèìïòîò, òî èññëåäóåì ïî-âåäåíèå �óíêöèè r(ϕ) ïðè ϕ→ +∞

lim
ϕ→+∞

r(ϕ) = lim
ϕ→+∞

(1 + cos
ϕ

2
) = ∄8. Ñòðîèì ãðà�èê �óíêöèè (ðèñ.2.32).Èç ãðà�èêà âèäíî, ÷òî âåðõíÿÿ âåòâü êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò èçìíåíèþ àðãó-ìåíòà ϕ íà îòðåçêå [0; 2π], à íèæíÿÿ � [2π; 4π].

P2−1
b

0�èñ.2.3246



Ïðèëîæåíèå À Ïîñòðîåíèå ãðà�èêîâ íåêîòîðûõ �óíêöèé ñ ïîìî-ùüþ ãåîìåòðè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé(?) I. �àññìîòðèì íåêîòîðûå ïðàâèëà ïðîñòåéøèõ ïðåîáðàçîâàíèé ãðà�èêîâ,ò.å. èç èãðà�èêà y = f(x), êàê ïîëó÷èòü ãðà�èêè ñëåäóþùèõ �óíêöèé.1) �ðà�èê �óíêöèè y = f(x− a).Ïðàâèëî. �ðà�èê �óíêöèè y = f(x− a) (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) (y = f(x+ a) )ïîëó÷àåòñÿ èç ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x) (ïóíêòèðíàÿ) ñäâèãîì ïîñëåäíåãîâäîëü îñü Ox íà a åäèíèö âïðàâî (âëåâî), ãäå a > 0 (ðèñ.1).
y

x0

x0 x0+a

y0

y = f(x) y = f(x− a)
→

�èñ.12) �ðà�èê �óíêöèè y = f(x) + b.Ïðàâèëî. Åñëè âñå òî÷êè ãðà�èêà y = f(x) �óíêöèè ñäâèíóòü ïàðàëëåëü-íî îñè Oy íà b > 0 åäèíèö ââåðõ (âíèç), òî íîâàÿ êðèâàÿ áóäåò ãðà�èêîì�óíêöèè y = f(x) + b (y = f(x)− b) (ðèñ.2).
y

x0

N

M

↑

y = f(x) + b

y = f(x)�èñ.2Ïðèìå÷àíèå. Îáà ïðàâèëà 1) è 2) ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíî, ò.å ãðà�èê�óíêöèè y = f(x − a) + b ïîëó÷àåòñÿ èç ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x) ïóòåìäâóõ ïàðàëëåëüíûõ ñäâèãîâ: âäîëü îñè Ox íà |a| åäèíèö (âïðàâî, åñëè a > 0,è âëåâî, åñëè a < 0) è çàòåì âäîëü îñè Oy íà |b| åäèíèö (ââåðõ, åñëè b > 0, èâíèç, åñëè b < 0).3) �ðà�èê �óíêöèè y = f(ax).Ïðàâèëî. �ðà�èê �óíêöèè y = f(ax), ãäå a > 0 ïîëó÷àåòñÿ èç ãðà�èêà�óíêöèè y = f(x) ñæàòèåì ïîñëåäíåãî âäîëü îñè Ox ñ êîý��èöèåíòîì ñæà-òèÿ, ðàâíûì a (ðèñ.3). 47



y

x0

y = f(x)

y = f(ax)

x0

y0

x = x0

a

N M

�èñ.34) �ðà�èê �óíêöèè y = bf(x).Ïðàâèëî. �ðà�èê �óíêöèè y = bf(x), ãäå b > 0 ïîëó÷àåòñÿ èç ãðà�èêà�óíêöèè y = f(x) ðàñòÿæåíèåì ïîñëåäíåãî âäîëü îñè Oy ñ êîý��èöèåíòîìñæàòèÿ, ðàâíûì b (ðèñ.4).
y

x

0

y = bf(x)

y = f(x)y0

by0

x0

N

M

�èñ.4Çàìå÷àíèå. Ïðè a < 1; x
a
> x, ò.å àáñöèññà x óâåëè÷èâàåòñÿ è ãðà�èê�óíêöèè ðàñòÿãèâàåòñÿ, à íå ñæèìàåòñÿ. Àíàëîãè÷íî by < y, åñëè b < 1,ò.åîðäèíàòà óìåíüøàåòñÿ (êðèâàÿ ñæèìàåòñÿ ê îñè Ox, à íå ðàñòÿãèâàåòñÿ).Â ëþáîì ñëó÷àå: óìíîæåíèå íà ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ðàñòÿæåíèåì, à äåëåíèå� ñæàòèåì.5) �ðà�èê �óíêöèè y = f(−x).Ïðàâèëî. �ðà�èê �óíêöèè y = f(−x) ïîëó÷àåòñÿ èç ãðà�èêà �óíêöèè

y = f(x) ñèììåòðè÷íûì îòîáðàæåíèåì ïîñëåäíåãî îòíîñèòåëüíî îñè Oy (ðèñ.5).
y

x0x0 x=−x0

NM

y0

y = f(−x)y = f(x) �èñ.56) �ðà�èê �óíêöèè y = −f(x). 48



Ïðàâèëî. �ðà�èê �óíêöèè y = −f(x) ïîëó÷àåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòîáðà-æåíèåì ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x) îòíîñèòåëüíî îñè Ox(ðèñ.6).
y

x0

y = −f(x)

y = f(x) �èñ.67) �ðà�èê äðîáíî-ëèíåéíîé �óíêöèè y =
ax + b

cx + d
(∗), ãäå a, b, c, d � ïîñòî-ÿííûå, c 6= 0, ad 6= bc.Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðà�èêà äðîáíî-ëèíåéíîé �óíêöèè ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ÷àñòü ðàâåíñòâà (*):

y =
ax + b

cx + d
=

a

(

x+
d

c
− d

c

)

+ b

c

(

x+
d

c

) =

a

(

x+
d

c

)

+

(

b− d

c

)

c

(

x+
d

c

) =
a

c
+

bc− ad

c2

x+
d

c

=

=

[Îáîçíà÷èì: k =
bc− ad

c2
, m =

d

c
, n =

a

c

]

= n+
k

x+mÏðàâèëî. �ðà�èê �óíêöèè y =
ax+ b

cx+ d
(∗)

(

n+
k

x+m

) ìîæíî ïîëó÷èòüèç ãðà�èêà �óíêöèè y = n+
k

x+m
ñäâèãîì ãèïåðáîëû y = k

x íà |m| åäèíèöâäîëü îñè Ox è íà |n| åäèíèö âäîëü îñè Oy â òîì èëè èíîì íàïðàâëåíèèâ çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ m è n. Ïðè ñäâèãå àñèìïòîòû(êîîðäèíàòíûå îñè)ãèïåðáîëû ïåðåéäóò â ïðÿìûå x = −m(x = −d
c) è y = n (y = a

c ).Äëÿ áîëåå òî÷íîãî ïîñòðîåíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè (*) öåëåñîîáðàçíî íàéòèòî÷êè åãî ïåðåñå÷åíèÿ ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè.Ïðèìåð. Ïîñòðîèòü ãðà�èê �óíêöèè y =
4x+ 1

2x+ 3
(1).Â (1) a = 4, b = 1, c = 2, d = 3. Âûäåëÿÿ öåëóþ ÷àñòü, èìååì y = 2 + 7/2

x−3/2,ãäå x = 3
2, y = 2 � àñèìïòîòû ãèïåðáîëû.Íàõîäèì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðà�èêà �óíêöèè ñ îñÿìè êîîðäèíàò: x = 0,

y = −1
3; y = 0, x = −1

4 .Âçÿâ åùå íåñêîëüêî ≪êîíòðîëüíûõ ≫òî÷åê, ñòðîèì ãðà�èê èñõîäíîé �óíêöèè(ðèñ.7). 49



y

x

0
y = 2

x = 3

2�èñ.78) �ðà�èê �óíêöèè y = f(|x|).Ïðàâèëî. �ðà�èê �óíêöèè y = f(|x|) â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè (x ≥ 0)
f(|x|) ≡ f(x) ( y = f(|x|) � �óíêöèÿ ÷åòíàÿ), à â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè(x < 0) ñèììåòðè÷åí ýòîé ÷àñòè ãðà�èêà îòíîñèòåëüíî îñè Oy (ðèñ.8).Ïðèìåð. Ïîñòðîèòü ãðà�èê �óíêöèè y = |x|.

y

x0

y = xy = |x|

�èñ.89) �ðà�èê �óíêöèè y = |f(x)|.Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ àáñîëþòíîé âåëè÷èíû äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà èìååì:
y = |f(x)| =

{

f(x), åñëè f(x) ≥ 0

−f(x), åñëè f(x) < 0Ïðàâèëî. �ðà�èê �óíêöèè y = |f(x)| ñîâïàäàåò ñ ãðà�èêîì �óíêöèè
y = f(x) äëÿ òåõ ó÷àñòêîâ Ox, ãäå f(x) ≥ 0 è ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îò-áðàæåíèåì åãî îòíîñèòåëüíî îñè Ox äëÿ òåõ ó÷àñòêîâ, ãäå f(x) < 0 (ðèñ.9).
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y

x0

y = |f(x)|
y = f(x)

�èñ.9II. Ïîñòðîåíèå ãðà�èêà �óíêöèè y = f(x) ñ èñïîëüçîâàíèåì ≪öåïî÷êè≫�óíêöèé.Ïóñòü �óíêöèþ y = f(x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ≪öåïî÷êè≫ �óíêöèé
y = f1(x), y = f2(x), . . . , y = fn(x) òàêèì îáðàçîì, ÷òî äâå ñîñåäíèå �óíê-öèè y = fk(x) è y = fk+1(x) îòëè÷àëèñü áû äðóã îò äðóãà êàêèì-íèáóäüèç ðàçîáðàííûõ ïðèçíàêîâ, à ãðà�èê ïîñëåäíåé �óíêöèè ≪öåïî÷êè≫ áûë áûèçâåñòåí.Çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèì ãðà�èêè �óíêöèé y = fn(x), y = fn−1(x),
. . ., y = f(x), ïîëó÷àÿ êàæäûé ñëåäóþùèé ãðà�èê èç ïðåäûäóùåãî ïî èç-âåñòíîìó ïðàâèëó.Òàêèå ïîñòðîåíèÿ â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ(âî èçáåæàíèå íàãðîìîæäåíèÿ ãðà-�èêîâ) óäîáíåå ïðîèçâîäèòü íà îòäåëüíûõ ðèñóíêàõ.
≪Öåïî÷êó≫ ìîæíî ñîñòàâëÿòü ïî-ðàçíîìó, íî ëèøü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïå-ðåõîä îò îäíîé �óíêöèè ê äðóãîé êàæäûé ðàç ïîä÷èíÿëñÿ êàêîìó-íèáóäü èçðàñìîòðåííûõ ïðàâèë.Ïðèìåð. Ïîñòðîèòü ãðà�èêè ñëåäóþùèõ �óíêöèé:1. y = −

√
x2 − 4x+ 4 = −

√

(x− 2)2 = −|x− 2|Ñîñòàâèì ≪öåïî÷êó≫, íàïðèìåð, òàêèì îáðàçîì:
y = −|x− 2| (y → −y) (3)

y = |x− 2| (f(x) → |f(x)|) (2)

y = x− 2 (1)Ïðèìå÷àíèå. Çäåñü è â äàëüíåéøåì â ñêîáêàõ óêàçûâàåòñÿ â ñîêðàùåííûõîáîçíà÷åíèÿõ òî ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ãðà�èê ýòîé �óíêöèè ïîëó÷àåòñÿ èçãðà�èêà ïîñëåäóþùåé �óíêöèè.Òåïåðü ñîãëàñíî ýòèì ïðàâèëàì ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíî ãðà�èêè: 1), 2),3) (ðèñ.10).Ìîæíî áûëî ≪öåïî÷êó≫ ñîñòàâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì (ðèñ.11):
y = −|x− 2| (x→ x− 2) 3)

y = −|x| (x→ |x|) 2)

y = −x 1)51



y

x

2

−2

20

1), 2)

y

−2

2 x0

3)�èñ.10
y

x

0

1), 2)

y

−2

2

x0

3)�èñ.112. y =
√
−x− 1Ñîñòàâèì ≪öåïî÷êó≫ :

y =
√
−x− 1 (y → y + 1) 3)

y =
√
−x (x→ −x) 2)

y =
√
x 1)Ñòðîèì ïîñëåäîâàåòëüíî ãðà�èêè 1)- 3) (ðèñ.12).

y

x0

y =
√
x

−1 1

y =
√
−x

y

−1

−1 x0

y =
√
−x− 1

�èñ.123. x =
√
1− y + 1Âûðàçèì y êàê �óíêöèþ x, âûïîëíèâ ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

x − 1 =
√
1− y (x − 1 ≥ 0, ò.å. x ≥ 1, òàê êàê àðè�ìåòè÷åñêèé êîðåíü íåìîæåò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ).52



Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷èì: y = −(x−1)2+1. �ðà�èêîì ýòîé �óíêöèè áóäåò ïà-ðàáîëà(ðèñ.13), à ãðà�èêîì èñõîäíîé �óíêöèè áóäåò ïðàâàÿ âåòâü ïàðàáîëû,äëÿ êîòîðîé x ≥ 1.
y

1

1

2

x0

x =
√
1− y + 1�èñ.134. y = (1− x)3.Ñîñòàâèì ≪öåïî÷êó≫, íàïðèìåð, òàê (ðèñ.14):

y = (1− x)3 (x→ −x) 3)

y = (1 + x)3 (x→ 1 + x) 2)

y = x3 1)

y

x1

−1
1

0

1), 2)

y

x1

1

0

3)

�èñ.145. y = 3|x+1| − 1Ñîñòàâèì ≪öåïî÷êó≫, íàïðèìåð, òàê :
y = 3|x+1| − 1 (x→ x+ 1, y → y + 1) 3)

y = 3|x| (x→ |x|) 2)

y = 3x 1)(ðèñ.15)6. y = log1/3 (x+ 1)2.Ýòó �óíêöèþ ìîæíî ïðåäñòâèòü êàê y = 2 log1/3 |x + 1| (log1/3 (x+ 1)2 èìååòñìûñë è ïðè x+ 1 < 0 ). 53



y

x1−1

1

0

1), 2)

y

x−1

2

0

3)

�èñ.15Ñîñòàâèì ≪öåïî÷êó≫:
y = 2 log 1

3

|x+ 1| (x→ x+ 1) 4)

y = 2 log 1

3
|x| (x→ |x|) 3)

y = 2 log 1

3
x (y → y

2
) 2)

y = log 1

3
x 1)Ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíî ãðà�èêè �óíêöèé 1)- 4) (ðèñ.16).

y

x

1

−1

−2

0

1), 2)

log 1

3

x

2 log 1

3

x

y

x

−1 1

0

3)

2 log 1

3

|x|

y

x−1

0

4)

�èñ.16
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Ïðèëîæåíèå Á Ýëåìåíòàðíûå �óíêöè�ï/ï Îáîçíà-÷åíèå�óíê-öèè Îáëàñòüîïðåäå-ëåíèÿ�óíêöèè

X

Îáëàñòüçíà÷åíèé�óíêöèè

Y

×åòíîñòü,íå÷åò-íîñòü Ìîíîòîí-íîñòü Ïåðèî-äè÷íîñòü �ðà�èê �óíêöèè

1 2 3 4 5 6 7 81.Ñòåïåííàÿ �óíêöèÿ1 y = xn

n ∈ N
(−∞,∞) (−∞,∞),åñëè n �íå÷åòíî;

[0;∞),åñëè n �÷åòíî
íå÷åòíàÿ,åñëè n �íå÷åòíî;÷åòíàÿ,åñëè n �÷åòíî
âîçðàñòàåòíà (−∞,∞),åñëè n �íå÷åòíî;óáûâàåò íà

(−∞, 0], âîç-ðàòàåò íà
(0;∞), åñëè
n � ÷åòíî

íåïåðèî-äè÷åñêàÿ y

x1

1 y=x

0

y=x3
y

x0

y=x2

1

1

2 y = x−n

n ∈ N
(−∞, 0)∪
∪(0,∞)

(−∞, 0)∪
∪(0,∞),åñëè n �íå÷åòíî;
[0;∞),åñëè n �÷åòíî

íå÷åòíàÿ,åñëè n �íå÷åòíî;÷åòíàÿ,åñëè n �÷åòíî
óáûâàåò íà

(−∞, 0) è íà
(0,∞), åñëè
n � íå÷åòíî;âîçðàñòàåòíà (−∞, 0) èóáûâàåò íà
(0,∞), åñëè
n � ÷åòíî

íåïåðèî-äè÷åñêàÿ y

0 x

y=1/x

1

1 y=1/x2

1−1 x

y

0
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Ïðîäîëæåíèå Ïðèëîæåíèÿ Á1 2 3 4 5 6 7 83 y = n
√
x

n ∈ N
n > 1

(−∞,∞),åñëè n �íå÷åòíî;

[0,∞),åñëè n �÷åòíî

(−∞,∞),åñëè n �íå÷åòíî;

[0;∞),åñëè n �÷åòíî
íå÷åòíàÿ,åñëè n �íå÷åòíî;÷åòíàÿ,åñëè n �÷åòíî
âîçðàñòàåòíà (−∞,∞),åñëè n �íå÷åòíî;âîçðàñòàåòíà [0,−∞),åñëè n �÷åòíî
íåïåðèî-äè÷åñêàÿ y

0 x

y= 3
√
x

y

0 x1

1

y=
√
x

2.Ïîêàçàòåëüíàÿ �óíêöèÿ4 y = ax

(a > 0,

a 6= 1)

(−∞,∞) (0,∞) îáùåãîâèäà âîçðàñòàåòíà (−∞,∞),åñëè a > 1;óáûâàåò íà
(−∞,∞), åñ-ëè 0 < a < 1

íåïåðèî-äè÷åñêàÿ
0

1

y

y=ax

a>10<a<13.Ëîãàðè�ìè÷åñêàÿ �óíêöèÿ5 y =
loga x
(a > 0,

a 6= 1)

(0,∞) (−∞,∞) îáùåãîâèäà âîçðàñòàåòíà (0,∞),åñëè a > 1;óáûâàåò íà
(0,∞), åñëè
0 < a < 1

íåïåðèî-äè÷åñêàÿ

0 1

y

x

y=loga x

a>1

0<a<1
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Ïðîäîëæåíèå Ïðèëîæåíèÿ Á1 2 3 4 5 6 7 84.Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè6 y = sinx (−∞,∞) [−1; 1] íå÷åòíàÿ âîçðàñòàåò íà

[−π/2 + 2πn,
π/2 + 2πn]; óáû-âàåò íà [π/2+2πn,
3π/2 + 2πn],n ∈ Z

ïåðèîä
T = 2π

π 2π−π−2π 0

−1

1

y

x

y=sinx

7 y = cosx (−∞,∞) [−1; 1] ÷åòíàÿ âîçðàñòàåò íà
[−π + 2πn, 2πn];óáûâàåò íà
[2πn, π + 2πn],n ∈
Z

ïåðèîä
T = 2π

π

2π

−π
b

−2π 0

−1

1

y

x

y=cosx

8 y = tg x

(−π/2 +
πn, π/2+
πn) n ∈
Z

(−∞,∞) íå÷åòíàÿ âîçðàñòàåò íà
[−π/2 + πn, π/2 +
πn],n ∈ Z

ïåðèîä
T = π

π
2

3π
2

5π
2

−π
2− 3π

2
− 5π

2

y

x0

y=tg x

9 y = ctg x
(πn, π +
πn) n ∈
Z

(−∞,∞) íå÷åòíàÿ óáûâàåò íà
[πn, π + πn],n ∈ Z

ïåðèîä

T = π

π 2π−π−2π

y

x0

y=ctg x
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Ïðîäîëæåíèå Ïðèëîæåíèÿ Á1 2 3 4 5 6 7 85.Îáðàòíûå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå �óíêöèè

10 y = arcsinx [−1; 1] [−π
2
;
π

2
] íå÷åòíàÿ âîçðàñòàåò íà

[−1, 1] 0

y

x

11 y = arccosx [−1, 1] [0; π]

îáùåãîâèäà óáûâàåò íà
[−1, 1]

0

y

x1−1

π
2

π
y=arccosx

12 y = arctg x (−∞,∞) (−π
2
,
π

2
) íå÷åòíàÿ âîçðàñòàåò íà

(−∞,∞) 0

y

x

π
2

−π
2

y=arctgx

13 y = arcctg x (−∞,∞) (0, π)

îáùåãîâèäà óáûâàåò íà
(−∞,∞)

0

y

x0

y

x

π
2

π y=arcctgx
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Ïðîäîëæåíèå Ïðèëîæåíèÿ Á1 2 3 4 5 6 7 86. �èïåðáîëè÷åñêèå �óíêöèè

14 y = sh x =

=
ex − e−x

2

(−∞,∞) (−∞,∞) íå÷åòíàÿ âîçðàñòàåò íà

(−∞,∞)

íåïå-ðèîäè-÷åñêàÿ 0

y

1

1 x

y=shx

15 y = chx =
ex + e−x

2

(−∞,∞) (0,∞) ÷åòíàÿ âîçðàñòàåò íà
(0,∞), óáûâà-åò íà (−∞, 0)

íåïå-ðåîäè-÷åñêàÿ
0

y

x1−1

y=chx

16 y = thx =

=
ex − e−x

ex + e−x

(−∞,∞) (−1,−1) íå÷åòíàÿ âîçðàñòàåò íà
(−∞,∞)

íåïå-ðåîäè-÷åñêàÿ 0

y

x

y=thx

1

−1

17 y = cth x =

=
ex + e−x

ex − e−x

(−∞, 0)∪
(0,∞)

(−∞,−1)
∪(1,∞)

íå÷åòíàÿ óáûâàåò íà
(−∞, 0) ∪
(0,∞)

íåïå-ðåîäè-÷åñêàÿ 0

y

1

−1
x

y=cthx
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Ïðîäîëæåíèå Ïðèëîæåíèÿ Á1 2 3 4 5 6 7 87. Îáðàòíûå ãèïåðáîëè÷åñêèå �óíêöèè18 y = Arshx =
ln (x+

√
x2 + 1)

(−∞,∞) (−∞,∞) íå÷åòíàÿ âîçðàñòàåò íà

(−∞,∞)

íåïå-ðåîäè-÷åñêàÿ 0

y

x

y=Arshx=ln (x+
√
x2+1)

19 y = Archx =
ln (x±

√
x2 + 1)

[1,∞)
(−∞, 0],
[0,∞)

äâó-çíà÷íàÿ 1-ÿ âåòâüíà [1,∞): (−∞, 0],2-ÿ âåòâü íà
[1,∞) : [0,∞)

íåïå-ðåîäè-÷åñêàÿ 0

y

x1

y=Archx=ln (x±
√
x2+1)

20 y = Arthx =
= 1

2
ln 1+x

1−x

(−1, 1) (−∞,∞) íå÷åòíàÿ âîçðàñòàåò íà
(−1, 1)

íåïå-ðåîäè-÷åñêàÿ 0

y

x1−1

y=Arthx= 1

2
ln 1+x

1−x

21 y = Arcthx =
= 1

2 ln
1+x
x−1

(−∞,−1)
∪(1,∞)

(−∞, 0)
∪(0,∞)

íå÷åòíàÿ óáûâàåò íà
(−∞,−1) ∪
(1,∞)

íåïå-ðåîäè-÷åñêàÿ 0

y

x1−1

y=Arthx= 1

2
ln x+1

x−1
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Ïðèëîæåíèå B Ïåðå÷åíü èíäèâèäóàëüíûõ çàäàíèé ïî ïîñòðîåíèþ ãðà�èêîâ�óíêöèé1. Èññëåäîâàòü è ïîñòðîèòü ãðà�èêè �óíêöèé, çàäàííûõ â òàáëèöå 1.Òàáëèöà 1Âàðèàíò çàäàíèå �óíêöèéa) á)1 y = arcsin
2x

1 + x2
y = (1 + x)1/x2 y = arccos

1− x2

1 + x2
y = (1 +

1

x
)x3 y = (1− x2)−1 y = arcsin (sinx)4 y = x4(1 + x)−3 y = sin (arcsinx)5 y = (1 + x)4(1− x)−4 y = arctg (tg x)6 y = x2(x− 1)(x+ 1)−2 y = arctg
1

x7 y = x(1− x2)−2 y = (x+ 2)e1/x8 y = 2x− 1 + (x+ 1)−1 y = 2
√
x2+1−

√
x2−19 y =

1 + x2

1− x2
y = x1/x10 y = x− 2 arctgx y = x(1 +

1

x
)x (x > 0)11 y =

x2 + 4

x2 − 4
y = x sinx12 y =

ex

x
y = ex sin x13 y =

x− 2√
x2 + 1

y =
ln x

x14 y =
3
√
x2 − 3

√
x2 + 1 y = e−x cosx15 y = x3 +
x4

4
y =

ex

x16 y = 2x+ 1 +
1

x2
y = 2|x|17 y =

x2 − 5

x− 3
y = arcsin (x− 1)18 y = x+

1

x2
, x 6= 0 y = |x2 − 1|19 y = ln (x2 + 1) y = | loga x| (a > 1)20 y =

1− 2x

(x− 1)2
y = | log2 |x||21 y = x2 + 1

x |y| = |x− 1|22 y = x
3−x2 y = 1 + x2 − 0, 5x42. Ïîñòðîèòü ãðà�èêè �óíêöèé, çàäàííûõ â òàáëèöå 2.61



Òàáëèöà 2Âà-ðè-àíò çàäàíèå �óíêöèé Âà-ðè-àíò çàäàíèå �óíêöèé
1 x =

(

t+ 1

2

)2

; y =

(

t− 1

2

)2 12 x =
a

cos3 t
; y = a tg3 t (a > 0)2 x =

t2

1− t2
; y =

1

1 + t2
13 x2y2 + y = 13 x =

t

1− t2
; y =

t(1− 2t2)

1− t2
14 x3y3 − y = 14 x = 2t− t2; y = 3t− t3 15 x4 + y4 = 2xy5 x =

1

4
(t+ 1)2; y =

1

4
(t− 1)2 16 x3 + y3 + 3axy (a > 0)6 x =

t2

t− 1
; y =

1

t2 − 1
17 x2/3 + y2/3 = a2/3 (a > 0)7 x =

t2 + 1

4(1− t)
; y =

t

t+ 1
18 x4 + 2y3 = 4x2y8 x =

(t+ 2)2

t+ 1
; y =

(t− 2)2

t− 1
19 x2y2 + y = 1. Ïîëîæèòü y = t

x9 x =
t− t2

1 + t2
; y =

t2 − t3

1 + t2
20 x2y2 = x3 − y3. Ïîëîæèòü y = tx10 x =

t2

t− 1
; y =

t

t2 − 1
21 ch2 x− ch2 y = 111 x = t+ e−t; y = 2t+ e−2t 22 xy = yx (x > 0, y > 0)
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3. Ïîñòðîèòü ãðà�èêè �óíêöèé, çàäàííûõ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò(òàáëèöà 3). Òàáëèöà 3Âàðèàíò Ôîðìóëà çàäàíèÿ Âàðèàíò Ôîðìóëà çàäàíèÿ1 r = 2R(1 + cosϕ) 12 r = aekϕ; k = ln a2 r = 2R(1− cosϕ) 13 r =
a sin2 ϕ

cosϕ3 r =
p

1 + cosϕ
, ãäå p = b2/a 14 r =

a cos2 ϕ

sinϕ4 r = a sin 3ϕ 15 r =
a sin2 ϕ

cos3 ϕ5 r = a sin 2ϕ 16 r =
a cos2 ϕ

sin3 ϕ6 r = a cos 3ϕ 17 r = 1 + cos
ϕ

27 r = a cos 2ϕ 18 r = 2 + sin
ϕ

28 r =
3a sin 2ϕ

2(cos3 ϕ+ sin3 ϕ)
19 r2 = 2a2 cos2 ϕ9 r = a

√
2 cos 2ϕ 20 r =

2√
cos 3ϕ10 r =

vϕ

w
21 r = a cosϕ + b11 r =

a

ϕ
(0 < ϕ <∞) 22 r =

5

ϕ
(0 < ϕ <∞)
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